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1 Introducere

Pentru inceput, ne vom familiariza cu principiile, notatiile folosite de-a lun-
gul Intregului curs. Vom incepe printr-o plasare a conceptului de algoritm
in raport cu problemele reale, utilizind un exemplu clasic. Vom prezenta
conceptul de pseudocod si, de asemenea, vom folosi un exemplu de algoritm
usor de inteles. In finalul acestui capitol, vom analiza algoritmii din punct
de vedere al timpului de executie al acestora.

Ce fel de probleme se rezolva cu ajutorul algoritmilor? Sa zicem ca
aproape orice aplicatie dezvoltatd contine un algoritm (nu neapérat in
forma lui didacticd). De la retele de socializare, la comert electronic, la
industrie, In aproape orice domeniu legat mai mult sau mai putin de stiinta
calculatoarelor, vom gasi necesitatea implementarii cel putin a unui algo-
ritm.

Primul aspect care trebuie definit este ce reprezinta un algoritm. Exista
in mod evident mai multe cai de a defini un algoritm si vom enumera in
cele ce urmeaza cateva dintre acestea:

« Un algoritm este o procedura bine definita ce are ca intrare
un set de valori sau una singura, si va produce una sau mai
multe iesiri.

e Un algoritm reprezinta un set de reguli definit pentru a
rezolva o problema intr-un numar finit de pasi.

o Un set de pasi pentru a rezolva o problema matematica sau
pentru a realiza un proces computational.

Daca un algoritm este o propunere conceptuala pentru a rezolva o pro-
blema, atunci programul reprezinta forma implementata intr-un limbaj spe-
cific. De reguld, un program rezolvad mai multe probleme, ceea ce duce la
necesitatea divizarii in subprograme numite module. Fiecare modul poate
contine implementarea unui algoritm sau o imbinare a mai multor algo-
ritmi.

Orice algoritm trebuie sa poata fi definit prin:

e Intrare. Se poate ca un algoritm sa nu contina nicio data ca intrare
sau sa aiba un set de date ce defineste intrarea.
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e Jesire. Fiecare algoritm are definita cel putin o iesire ce reprezinta
solutia oferita.

e Exprimare. Fiecare pas al algoritmului trebuie sa fie clar.

« Finalitate. Algoritmul trebuie sid-si termine executia dupa un numar
finit de pasi.

o Eficacitate. Fiecare pas trebuie sa fie definit cAt mai simplu pentru a
putea fi executat rapid.

Dupa modul de implementare, algoritmii se pot cataloga astfel:

e Recursiv-Iterativ. Recursivitatea inseamna pe scurt apelul unei func-
tii in interiorul ei. Pe de alta parte, un algoritm iterativ, presupune
executia succesiva a instructiunilor.

e Serial-Paralel. Modul in care se executa pasii definiti intr-un algoritm
poate fi consecutiv sau concomitent.

e Determinist-Aleatoriu. Un algoritm determinist va furniza pentru
aceleasi intrari un set de iesiri care nu se va schimba oricate rulari
am avea. Pe de alta parte un algoritm aleatoriu, va produce pentru
aceeasi intrare la rulari diferite, iesiri diferite.

In continuare vom prezenta un exemplu pentru a defini cateva modalitati
de a exprima un algoritm.

1.1 Exemplu introductiv

Pentru a exemplifica cateva moduri de a reprezenta pasii unui algoritm,
putem folosi pentru Inceput problema gasirii minimului Intr-un sir.

Tata cum putem defini problema gasirii minimului dintr-un sir:

Intrare: O secventd de n numere Iesire: Valoarea celui mai mic
numar din secventa

Fie secventa (12,23,7,18,4,35,16). Evident, numarul minim se va afla
parcurgand acest sir si retindnd valoarea minima, in acest caz 4. In figura
1.1 este reprezentata aceasta parcurgere.

Exista cel putin trei tipuri de a exprima un algoritm astfel incat des-
crierea pasilor acestuia sa nu depinda de niciun limbaj de programare:

1. Exprimare in limbaj natural. Aceasta presupune descrierea in cuvinte
a pasilor.

2. Pseudocod. Descrierea are loc sub forma unui cod ce poate fi usor
transcris apoi in orice limbaj de programare.
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0000000

(a) Sirul initial. Cu gri sunt indicate indexurile
valorilor din sir

i=1,min =12 i=3,min =7 i=5,min =4 i=7,min=4

f\ f\ (\

i=2 ,min =12 =4 ,min=7 i=6,min =4

(b) Parcurgerea sirului si retinerea minimului

Figura 1.1: Aflarea minimului dintr-un sir

3. Schema logica. Un algoritm poate fi reprezentat sub o forma vizuala
usor de descris si de urmérit (Exemplu: Figura 1.2)

In cele ce urmeaza vom parcurge cele trei moduri de a implementa
algoritmul de aflare a minimului dintr-un sir. Primul mod de a descrie un
algoritm este tocmai expunerea pasilor in cuvinte precum in algoritmul 1.

Algoritm 1 Algoritm exprimat in limbaj natural

(I) Initializeaza o variabild min cu valoarea primului element din sir

(IT) Parcurge tot restul sirului folosind o variabild 7 pentru a incrementa
pozitia in sir

(IIT) Retine valoarea minim& in min comparand aceastd variabild cu fiecare
element din sir

Al doilea mod este cel mai raspandit si anume pseudocodul din algo-
ritmul 2. Vom detalia in sectiunea Analiza algoritmilor, regulile pentru a
scrie un algoritm in pseudocod.

Al treilea mod de reprezentare a programelor, schema logica, este o
diagrama ce reprezinta grafic pasii unui algoritm folosind blocuri conectate
de sageti ce indica fluxul datelor. Blocurile sunt diferite forme geometrice
ce semnifica instructiuni logice: dreptunghi - asignare, cerc - conector, romb
- instructiune conditionald, etc.

Dupéa cum se poate observa, acest mod de a descrie un algoritm este
ceva mai complicat, se folosesc anumite notatii specifice, ceea ce implica
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Algoritm 2 Algoritm exprimat in pseudocod

1: procedure FIND_ MIN(A) > Find minimum in A
2: min <+ A[l]

3 142

4: n < length(A)

5: while i <=n do

6 if min > AJi] then

7 min + Ali]

8 end if

9 14 1+1

10: end while

11: return min > The minimum of A is min
12: end procedure

respectarea unor reguli de scriere.

Ultima modalitate de a descrie un algoritm este schema logica, iar un
exemplu este oferit mai jos in figura 1.2.

DA NU

Figura 1.2: Aflarea minimului dintr-un sir. Schema logica.
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1.2 Analiza algoritmilor

A analiza un algoritm poate insemna a evalua resursele necesare pentru
rularea acestuia. Inainte de a analiza un algoritm, trebuie si avem un
model al tehnologiei pe care va fi implementat. Vom presupune faptul ca
va rula pe un sistem cu un procesor, iar instructiunile vor fi executate una
dup4 alta, fird operatii concurente. Inainte de a analiza algoritmii va trebui
sa stabilim regulile de exprimare a acestora.

1.2.1 Conventiile pentru pseudocod

Pentru a folosi corect si constant, in cele ce urmeaza, limbajul pseudocod,
trebuie sa tinem cont de anumite reguli si anume:

1.

Indentarea indici o structura bloc (while, if, etc). In exemplul din
algoritmul 2, corpul procedurii ce incepe pe linia 2 consta din liniile
2-11, sau corpul while-ului ce incepe pe linia 5 si contine liniile 6-9,
sunt exemple de instructiuni din cadrul unui bloc. In loc de indentare
se pot folosi paranteze, acolade sau specificatori begin, end pentru a
spori claritatea codului.

. Simbolul > indica faptul ca ceea ce urmeaza dupa el reprezinta un

comentariu.

Atribuirea se face folosind operatorul ,,<—” .De exemplu i ia valoarea
lui j se va scrie i < j. Ese posibil ca In alte notatii atribuirea sa se
faca folosind ,,:=".

Egalitatea se verifica folosind operatorul ,=” .De exemplu i egal cu j
se va scrie i = j

. Variabilele (de exemplu ¢ sau j) sunt locale in procedura respectivi.

Nu vom folosi variabile globale in pseudocod.

Sirurile se vor reprezenta prin litere mari: A,B, accesarea unui element
din sir se face utilizind paranteze patrate ca de exemplu A[3]. Aici a
fost accesat elementul cu indexul 3. Notatia “.” este folosita pentru
a indica un domeniu de valori din cadrul sirului. De exemplu A[l..j]
indica subsirul ce este format din elementele A[1],A[2],...,Aj].

Parametrii sunt transmisi prin valoare, adica procedura primeste copii
ale parametrilor de la apel.

Anumite functii predefinite pot fi referite direct prin numele lor fara
a fi necesar descrierea formald a acestora. De exemplu min(a, b, c) va
returna valoarea cea mai mica dintre a,b si c.



1 Introducere

9. Atributele unor obiecte vor fi indicate prin cuvinte in engleza cu font
italic. De exemplu daca tratam un sir ca obiect, atunci atributul
length va indica lungimea acestuia, adicd numarul total de elemente
ale sirului. Daca dorim sa reprezentam un pointer, va trebui sa mar-
cam acest lucru prin operatia de atribuire. In alte notatii lungimea
sirului se indicd folosind operatorul modul: |A|. Dacd avem doua
obiecte z si y, iar operatia y + = produce egalitatea f[z] = f[y] unde
f este orice atribut al acestui obiect si apoi setam f[z] < f[y] unde
f este orice atribut al acestui obiect si setdm f[z] < 3, aceasta va
produce automat f[y] = 3.

10. Un obiect neinitializat va fi marcat cu valoarea NULL.

11. Sirurile sunt indexate incepand cu primul element pe pozitia 1.

1.2.2 Analiza sortarii prin insertie

Timpul necesar sortarii unui sir folosind aceasta metoda, depinde de intrare:
sortarea unui sir de mii de elemente este evident, mai lenta decat sortarea
unui sir cu zece elemente. Pentru a putea cuantifica acest timp, in raport
cu intrarea, va trebui sa definim notiunea de timp de rulare si notiunea de
intrare mai amanuntit.

Notiunea de mdrime de intrare depinde de problema studiata. De exem-
plu, inmultirea a doi Intregi este in stransa legaturd cu numarul de biti
necesari reprezentarii acelor numere. Pe de alta parte, sortarea unui sir
depinde de numarul de elemente ale acelui sir.

Notiunea de timp de rulare inseamna mai degraba numarul de operatii
(pasi) care trebuie executate pentru a rula algoritmul. Este mai bine s&
folosim termenul de pas pentru a nu lega notiunea de operatie de o arhi-
tectura anume. Pentru a cuantifica cat mai corect timpul de rulare, vom
introduce si notiunea de constanta ce reprezintd timpul necesar executiei
unei instructiuni.

De exemplu, pentru a executa linia 4, putem preciza constanta ca fiind
timpul necesar executiei acelei linii. Vom denumi aceasta constanta costul
unei operatii. In continuare, vom analiza, pornind de la algoritmul descris
anterior, timpul de executie al sortarii prin insertie:

Timpul de rulare al algoritmului este suma timpilor necesari executiei
fieciirei operatii. In cazul unei operatii simple (ca in cazul buclei for, se
va Tnmulti costul cu numéarul de executii al acelei operatii). Numdirul de
executii este ceva mai complicat de calculat in cazul operatiei while din
interiorul forului. Deoarece nu putem spune cu siguranta de céte ori se va
executa fiecare while, aceasta depinzand de intrare si anume de valorile
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Algoritm 3 Sortarea prin insertie

1: procedure INSERTION__SORT(A) const timpi

2 for j «+ 2tondo c1 n

3 key «+ Alj] ) n—1

4 > insert A[j] into sorted sequence Afi..j — 1] 0 n—1

5: i+ j—1 Cy n—1

6 while i > 0 AND Ali] > key do cs diats
8 141—1 cr Z;‘L:2(tj
9: end while
10: Ali + 1] < key cs n—1
11: end for

12: end procedure

din sirul de sortat. De aceea, presupunem ca ¢; este numarul de executii in
while pentru un anumit j.

Putem iIncerca in continuare sa stabilim numarul total de executii, si
ca atare timpul de rulare total T'(n):

T(n)=cn+ca(n—1)+cs(n—1)+

Cs En:tj-l-CG zn:(tj—].)—l-67zn:(tj —1)+Cg(ﬂ—1) (11)
j=2 j=2 j=2

In cel mai bun caz, si anume cand sirul de intrare este deja sortat,
instructiunea (6) este executatd doar pentru a efectua o verificare, si nu
se vor executa niciodatd instructiunile (7) si (8) In acest caz putem rescrie

. A n n
T'(n) considerand 3 ;_,t; =3  ,1=n—1

Asfel, timpul total de rulare va fi:

Tn)=cn+cmn—1)4+c(n—1)+cs(n—1)+ecg(n—1) =

(1.2)
n(cr+ca+ca+cs5+cg) — (ca+ca+c5+cg)

Aceasta poate fi scrisa sub forma an + b unde a si b sunt constante ce
depind de ¢;. Aceasta ITnseamna ci T'(n) este o functie liniara de n.

In cazul in care sirul este sortat descrescitor, calculand T'(n) obtinem
cel mai slab timp din punct de vedere al eficientei. Astfel instructiunea
while va fi executata de fiecare data iar t; = j:

_1)
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j=2 j=2 2
Mt -n=3G-n=""" (14

Inlocuind in formula de calcul al lui 7'(n) obtinem:

T(n)=cin+ca(n—1)4cs(n— 1)+

n(n+1 n(n—1 n(n—1
05(%_1)“"06(%)""07(%)4'08(”_1):
(%5—&—%64—%7)712—1—(014—02—}—64—1—%5—%6—%4—08)11—(02—}—04—1—05—1—08)

(1.5)

Acest timp poate fi exprimat sub forma f = an? +bn+ccu a,bsic
depinzand de constantele ¢ s.

1.2.3 Ordinul de timp

Am simplificat unele calcule pentru a usura cdt mai mult analiza algoritmu-
lui de insertie. De exemplu, am ignorat costul concret al fiecarei instructiuni
folosind constante de tip ¢;. In cazul cel mai nefavorabil am ales constan-
tele a,b si ¢ pentru a arata faptul ca polinomul este de ordinul 2. Pentru
a simplifica si mai mult lucrurile, vom proceda la urmatoarea notatie. Se
numeste ordin de crestere acel timp de rulare dedus din functia f ce
reprezinta cel mai bine numarul de pasi necesari executiei unui algoritm.
Acest numar de pasi este corelat cu timpul necesar rularii unui algoritm.

Din functia f vom considera cel mai reprezentativ termen si anume an?,

deoarece pentru un n suficient de mare, ceilalti termeni vor fi mici relativ
la an?. Mai mult, vom ignora coeficientul, din moment ce acestia sunt
mai putin semnificativi in determinarea ordinului de crestere. De aceea,
obtinem pentru acest algoritm, in cel mai nefavorabil caz, timpul de rulare

de O(n?), notatie pe care o vom detalia in capitolul urmator.

In cazul in care sirul de intrare ar fi fost deja sortat 7'(n) ar fi fost
sub forma f = an + b. Aceasta Inseamna c& doar pentru acest caz timpul
de rulare ar fi fost timpul de rulare de O(n). Pentru a surprinde ambele
cazuri, existd notatii asimptotice pe care le vom studia ulterior.
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De ce trebuie ca algoritmul sa fie eficient, si ordinul de timp sa fie cat
mai mic? Pentru ca un algoritm reprezinta o tehnologie. Astfel, acesta
va evolua inevitabil, In stransa legaturd cu platformele pe care a fost im-
plementat. Independent insa de aceste platforme, un algoritm poate fi
imbunatatit astfel incdt sd producad aceleasi rezultate mai rapid, ceea ce
inseamna un progres al tehnologiei folosite.

Luénd in considerare o serie de factori precum limbajul in care este scris
algoritmul, mediul In care va rula programul ce implementeaza algoritmul,
putem extinde analiza de bazd care va fi prezentatd in acest curs, pentru
a prezice cu acuratete timpul necesar rularii unui program, pentru diferite
intrari.

Totusi, In cadrul acestui curs vom ignora aceste aspecte, pentru a pastra
simplitatea calcului, si a usura intelegerea modelelor descrise. In cele ce
urmeaza, vom studia fundamentele matematice care ne vor fi de mare folos
in analiza tuturor algoritmilor ce vor fi studiati.

1.3 Algoritmi fundamentali

In continuare, vom prezenta cativa algoritmi nu foarte complicati, pentru a
crea introducere pentru acest curs si pentru a exersa conceptele prezentate
anterior si nu numai.

1.3.1 Inmultirea a la russe

Este o operatie de matematica cu origini in Egiptul antic, si este o metoda ce
nu implica folosirea tabelului inmultirii, ci doar divizarea cu 2 si adunarea.
Marele avantaj al acestei metode este ca poate fi implementata usor in
tehnica de calcul moderna, deoarece implica folosirea acestor doud operatii
aritmetice de baza.

Jata un exemplu pentru a demonstra principiul, inmultind numerele 52
si 15:

Dupa cum se poate observa in tabelul 1.1, se aplica iIn mod repetat
impartirea cu 2 a primului numar si inmultirea cu 2 a celui de-al doilea
numar.

In cazul in care impéartirea cu 2 a primului numir a avut ca rezultat un
numar impar (in prima coloand), se retine rezultatul tnmultirii cu 2 a celui
de-al doilea numar (in a doua coloans). In a treia coloand stocim aceste
rezultate partiale. La final, insumam numerele din a treia coloana si acesta
este produsul dintre 52 si 15.



1 Introducere

92 15 -

26 30 -
13 60 60
6 120 -
3 240 240
1 480 480

780

Tabela 1.1: Inmultirea a la russe pentru numerele 52 si 15

In algoritmul (4) este evidentiata inmultirea a la ruse.

Algoritm 4 Inmultirea a la russe

1: procedure RUSSE(a, b)

2: arrays X,Y

3 X[+ a;Y[1] < b

4 141

5: > se construiesc cele doua coloane
6 while X[i] > 1 do

7 X[i+1] «+ X[i]/2

8 Y[i+1] + Y[i] + Y]q
9: 14—1+1

10: end while

11: prod < 0

12: while 7 > 0 do

13: if X[i]%2 <> 0 then
14: prod < prod + Yi]
15: end if

16: 11— 1

17: end while

18: return prod
19: end procedure

Ordinul de timp al acestui algoritm este O(n), iar pseudocodul prezen-
tat poate fi optimizat, adica se poate elimina a doua bucld while si, de
asemenea, se pot elimina cele doua siruri auxiliare X,Y.

Intrebarea fireasca este de ce functioneazi acest algoritm? Raspunsul
poate fi dat transformand numerele in sistemul binar. In aceasti bazi,
impartirea la 2 este echivalentul deplasarii tuturor bitilor la dreapta cu o
unitate. Asemenea, inmultirea cu 2 reprezinta deplasarea tuturor bitilor la
stdnga cu o unitate si completarea cu 0 a bitului cel mai din dreapta.

De exemplu numarul 14 in binar este 1110. Daca ar fi sa 1l inmultim cu

10
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1 tot in binar, acesta devine: 14 = 1% 23 4+ 1% 22 4+ 1% 2! + 0% 2. Se poate
observa ca doar puterile lui 2 inmultite cu 1 conteaza in suma finala.

Mai departe sa inmultim 14 cu 2. Adica 1110 cu 10 in binar: 14 %2 =
284+0=11100%1+1110% 0= 1%2* + 123+ 15224+ 0% 2! +0x2°. Dupa
cum se poate vedea, acel 0 marcat cu font italic nici nu a contat in suma
finala. De aceea nici algoritmul nu ia in calcul numere pare din coloana a
doua.

Aceastd metoda are aplicatii in domeniul educational, fiind o metoda
usor de inteles si de implementat, dar si iIn domeniul ingineresc, deoarece
aduce o Tmbunatatire a timpului de executie acolo unde numerele sunt foarte
mari. Aceasta problema poate fi incadrata la categoria divide et impera
despre care vom vorbi in capitolul dedicat acestui tip de rezolvare.

1.3.2 Sortarea prin selectie

Algoritmul are ca intrare un sir de date, nu neaparat sortat, si se cere sor-
tarea crescator a acestuia. Spre deosebire de sortarea prin insertie, sortarea
prin selectie lucreaza altfel, plasdnd la fiecare pas un element pe pozitia lui
finala.

Algoritm 5 Sortare prin selectie

1: procedure SELECTION__SORT(A[l..n])

2 fori <+ 1ton-1do

3 ming < i; minz < Ali]

4 > caut pozitia finald a lui Ali] in sir
5: for j «+ i+1 ton do

6 if A[j] < minz then

7 ming < j

8 minx <« Alj]

9: end if
10: end for
11: > la final schimb elementul actual cu cel mai mic gasit
12: Alminj] « Ali]
13: Ali] < minx
14: end for

15: end procedure

Algoritmul 5 functioneaza astfel: pornind de la primul element in sir, ne
folosim de variabile auxiliare minj si minz pentru a retine pozitia celui mai
mic element, respectiv valoarea acestuia. Apoi, vom parcurge restul sirului
cautand cel mai mic element din subsirul care este format din elementele ce
urmeaza elementului actual. Gasim cea mai mica valoare, retinem pozitia

11
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si facem interschimbarea cu elementul actual (daci este cazul). Continudm
pana cand am parcurs sirul pana la penultimul element, clipa in care sirul
va fi deja sortat.

Pentru exemplificare vom utiliza ca intrare sirul {5, 2, 4, 6, 1, 3 }, pasii
acestui algoritm fiind descrisi, vizual, in figura 1.3.

Ordinul de timp al acestui algoritm este O(n?), independent de ordo-
narea initiala a elementelor.

S000060
i g ] 4 & &
Sooons
(e e el ]
oanooos
— — - — -

Figura 1.3: Exemplu pentru algoritmul de sortare prin selectie

Acest tip de sortare este destul de rapid pentru siruri relativ mici (sub
100 elemente). Sortarea fisierelor sau a folderelor, verificarea unicitatii unor
elemente, selectia rapida a celui de-al k element dintr-un sir ordonat sunt
cateva exemple de aplicatii ale sortarii. Vom vedea in capitolele ce urmeaza,
diferite optimizari ale acestei probleme.

12
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1.3.3 Sirul lui Fibonacci

Sirul lui Fibonacci este definit prin urmatoarea recurenta:

f = O’f == 1|n <2
{fﬂ O: fn—1 1+ fn_2|n >2 (1.6)

Acest sir a fost descoperit de Leonardo Pisano, cunoscut sub numele
Leonardo Fibonacci. Cel de-al n-lea termen din sir se poate scrie folosind
definitia si anume conform algoritmului 6.

Algoritm 6 Calculul termenului n al sirului Fibonacci.
Varianta recursiva
1: procedure FIBO_R(n)

2: if n <2 then returnn
3: else return FIBO R(n-1) + FIBO_R(n-2)
4: end if

5: end procedure

Metoda este extrem de ineficienta, deoarece recalculeaza de mai multe
ori aceleasi valori, ordinul de timp fiind unul exponential O(¢™). Vom la-
muri in capitolul dedicat calculului complexitatii algoritmilor. Acest algo-
ritm introduce notiunea de recursivitate, asupra careia vom insista ulterior
in curs. Motivul pentru care acest algoritm este extrem de ineficient este
pentru ca in calculul termenului n se repetd (inutil) calculul termenilor
inferiori, dupa cum reiese din figura 1.4.

=~

Figura 1.4: Calculul termenului 5 al sirului Fibonacci folosind algoritmul 6.

Fibo(5)

Fibo(3)

Fibo(2)
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1 Introducere

O alta metoda mai eficienta de a rezolva aceastd problema, si anume
intr-un timp liniar O(n), este prezentatd in algoritmul 7. Aceastd versiune
reprezintd de fapt o metodologie de a elabora algoritmi si anume progra-
marea dinamicd, despre care vom vorbi in capitolul rezervat acesteia.

Algoritm 7 Calculul termenului n al sirului Fibonacci.
Varianta iterativa
1: procedure FIBO_ I(n)
2 10571
3 s+ 1
4 for k + 1 ton do
5 14 ]
6: j4s
7
8
9

Si+7j
end for
: return i
10: end procedure

Secventa Fibonacci are o semnificatie mai mare decat cea educationala.
In lumea naturald existd diferite specii de plante care se dezvoltd in con-
formitate cu aceasta serie sau au In componenta parti ce pot fi aproximate
cu ajutorul acestui sir. De asemenea, anumite metodologii de dezvoltare si
estimare de aplicatii software, folosesc seria Fibonacci pentru a determina
timpul necesar rezolvarii unui proiect.

1.3.4 Algoritmul lui Euclid

Algoritmul ce poartd numele lui Euclid (posibil s fi fost descoperit inaintea
matematicianului grec) este o metod4 eficientd de a calcula CMMDC (cel
mai mare divizor comun) a doud numere intregi.
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1.3 Algoritmi fundamentali

102
12
18

Figura 1.5: Gasirea CMMDC-ului dintre numerele 102 si 18. Reprezentare
vizuala

Algoritmul 8 se bazeaza pe principiul ca divizorul a dou& numere nu se
schimba daca extragem numarul cel mai mic din cel mai mare. De exemplu
CMMDC-ul lui 102 si 18 este 6. Daca extragem 18 din 102 obtinem 84, iar
CMMDC-ul lui 18 si 84 este tot 6. In figura 1.5 se poate observa calculul
pentru a gasi CMMDC-ul dintre numerele alese pentru exemplificare si
anume 102 si 18.

Algoritmul lui Euclid se bazeaza pe aceasta proprietate si spune cia
CMMDC-ul a doua numere se poate afla astfel: se afla restul impartirii
celui mai mare numar la cel mai mic si se retine acest rest, catul si vechiul
de impartit devin noile numere carora le aplicim aceeasi operatie, pana cand
restul devine zero. Penultimul rest este cmmdc-ul numerelor initiale.

Algoritm 8 Algoritmul lui Euclid

1: procedure EUCLID(m, n)
2 while n # 0 do

3: temp < n

4: n + m%n

5 m 4 temp

6 end while

7: return m

8: end procedure

Pentru exemplul ales mai sus si anume 102 si 18 algoritmul va functiona
astfel:

15



1 Introducere

temp < 18
n < 12
m < 18
temp < 12
n<+6
m <+ 12
temp < 6
n<+0
m <+ 6

Vom vedea ca acest algoritm poate fi aplicat pentru a rezolva o problema
de tip bin packing folosind metodologia greedy.

Aplicatiile practice ale acestui algoritm variaza de la simplificarea re-
prezentarii fractiilor, la constructia sistemului de criptare RSA [22] sau la
elaborarea strategiilor de tip look-ahead precum [13].

1.3.5 Turnurile din Hanoi

Problema turnurilor din Hanoi reprezinta un puzzle matematic format din
3 tije si n discuri situate initial pe prima tija. Aceste discuri sunt plasate
astfel incat la baza se afla discul cu cel mai mare diametru, deasupra lui
discul cu urmatorul diametru ca marime s.a.m.d.

Scopul este de a transfera discurile pe ultima tija (a treia) astfel Incit
niciodata sa nu avem situatia in care, pe orice tija ne-am afla, sa existe un
disc cu diametru mai mare deasupra unui disc cu diametru mai mic.

Altfel spus, fie n discuri 1,2,3,... cu diametrele dy,ds,ds,... situate pe
prima tija, astfel incat d; > da > ds..., sa se plaseze pe ultima tija n discuri
1,2,3... astfel ca ordinea sa se mentina dy > dz > ds... pe a treia tija.

Problema isi are originile intr-un templu indian din Varanasi, oras cu-
noscut anterior ca Benares. Preotii aveau aceasta sarcina de a muta n = 64
de discuri de aur dintr-o parte a templului in alta, folosind o locatie in-
termediard pentru a plasa aceste discuri. Deoarece discurile erau fragile,
trebuia sa se mentina ordinea indicata mai sus.

Vom vedea ulterior ci algoritmul are ordinul de timp O(n) = 2" ceea
ce inseamna ca ar fi avut de efectuat 264 pasi. De aceea se spune ca atunci
cand, ipotetic, ar fi terminat aceasta sarcina, ar fi venit de mult sfarsitul
lumii. Ceea ce nu este departe de adevar pentru ca aceastd sarcina ar
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1.3 Algoritmi fundamentali
necesita un efort de sute de miliarde de ani, in cazul in care este executata
de o singura persoana.

Tata cteva motive pentru care aceasta problema este relevanta:

e este un exemplu foarte bun de recursivitate

e jocul este folosit de neurofiziologi pentru a verifica defectele din lobul
frontal

e ajutd la stocarea datelor pentru a minimiza timpul de re-folosire al
acestora

« este intdlnita si in lumea animald: o specie de furnici a folosit acest
algoritm, intr-un experiment efectuat in 2010 in care se observa cau-
tarea celui mai scurt drum [21]

In figura 1.6 am reprezentat o solutie vizuald pentru acest algoritm cu
n = 3 discuri.

Figura 1.6: Rezolvarea algoritmului turnurilor din Hanoi. Reprezentare vi-
zuala.

Tata si rezolvarea formala a acestei probleme:

e Se eticheteaza tijele cu A, B si C

e se numeroteaza discurile 1 - cel mai mic, n- cel mai mare

Algoritmul recursiv este 9:
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Algoritm 9 Algoritmul turnurilor din Handoi

1: procedure HaNoI(n, A, B,C)

2 if n # 0 then

3 Hanoi(n — 1, A, B,C)

4: afisez « Muta discul de pe» A «pe» C
5 HanNoi(n —1,B,A,C)

6 end if

7: end procedure

Observam ca problema poate fi descompusa in trei subprobleme in-
dependente si anume mutarea a n — 1 discuri, mutarea de pe A pe C si
apoi mutarea a n — 1 discuri. Din acest punct de vedere problema poate fi
incadrata ca fiind divide et impera.
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2 Structuri de date de baza

Pe parcursul acestui curs vom vorbi despre algoritmi a caror implementare
necesita utilizarea unor structuri de date specifice. Ca atare, acest capitol
va trata structuri precum liste, tabele hash, grafuri, arbori s.a.m.d.. Pu-
tem privi structurile de date ca un pas premergator studiului algoritmului
deoarece exista o interdependenta intre algoritm si structura aleasa.

2.1 Siruri

Un sir A este o structura lineara alocata ca un bloc omogen de date in care
datele sunt pozitionate in locatii consecutive. Indexarea acestor locatii
incepe cu pozitia 1 si se termind cu n = length(A).

Aceste date pot avea un tip standard, precum Intreg, sir, caracter etc.
Figura 1.1 prezinta cel mai bine un sir de 7 intregi cu valorile 12, 23, 7,
18, 4, 35, 16. De regula, nu exista nicio restrictie cu privire la relatiile
intre date (exemplu: ordonare, unicitate) Intr-un sir, cu exceptia in care
problema data specifica aceste restrictii.

Avantajul folosirii sirurilor este acela ca memoria este alocata o singura
datd. Totodatd, accesul la un indice ¢ din sir se poate realiza in O(1) in
cazul folosirii pointerilor.

Dezavantajul consta in proprietatea tablourilor de a fi imuabile: odata
ce memoria este alocata, nu se mai poate schimba numaéarul de elemente din
sir.

In continuare vom studia cateva dintre operatiile cu siruri.

2.1.1 Cautarea in sir

Cautarea unui element intr-un sir este relativ simpla si presupune o par-
curgere. Procedura se numeste cautare lineara datorita ordinului de timp
O(n), aceasta fiind reprezentatd in algoritmul 10.
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2 Structuri de date de baza

Algoritm 10 Algoritmul de cdutare in sir

1: procedure CAUTARE_ LINEARA(A[1..n], x)
2 flag < false

3 141

4: while 7 <n do

5: if A[i] =z then
6 flag < true

7 break

8 end if

9: 14 1+1
10: end while
11: if flag = false then
12: print « Not found»
13: end if

14: end procedure

2.1.2 Inversarea elementelor intr-un sir

Algoritmul ce inverseaza ordinea initiald a elementelor este 11.

Algoritm 11 Algoritmul de inversare a elementelor intr-un sir

1: procedure INVERSARE(A[1..n])
2 141

3 while i <n/2 do

4: aux < ali]

5: ali] < a[n —i+1]

6 aln — i+ 1] + aux

7 14 i+1

8 end while

9: end procedure

Figura 2.1 prezinta acest algoritm pornind de la sirul ales la inceputul
sectiunii.
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COoooOoon
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Figura 2.1: Inversarea elementelor Intr-un sir.

Cu galben s-a reprezentat pozitia indexului i pe masura ce acesta avanseaza

catre mijlocul sirului.

Acest algoritm este de tipul "in-place" deoarece pasii acestuia nu nece-
sita utilizarea unei alte structuri, valorile fiind inlocuite In cadrul aceluiasi
sir initial. Vom vedea ca acest exercitiu este util mai ales in cazul unor
sortari.

2.1.3 Siruri bidimensionale

Un sir 2D este o matrice. Pentru a parcurge si a accesa elementele unei
matrici avem nevoie de 2 indecsi, dupa cum este indicat in algoritmul 12.

Algoritm 12 Parcurgere si initializare elemente matrice

1: procedure MATRIX__INIT(A,n,m)
2 fori«+ 1tondo

3: for j < 1 to m do
4: Alil[j] + ixj
5 end for
6 end for
7: end procedure
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2 Structuri de date de baza

O matrice A cu n linii si m coloane poate fi parcursa intr-un timp O(mx
n) deoarece avem un for cu m in cadrul unui alt for cu n instructiuni.

In figura 2.2 avem o reprezentare vizuald a algoritmului 12 pentru o
matrice de 3 x 4.

1 F2 B3 =

11 12 s 14 i=1
—

21 22 23 24 i=2
—

3 32 33 34 Vi=3

Figura 2.2: Parcurgerea si initializarea elementelor unei matrice.

2.1.4 Matrice rare

O matrice rara este un tip special de matrice in care majoritatea elementelor
sunt zero. Stocarea fiecarei valori intr-o structura de tip matrice devine
astfel ineficienta. Astfel, o optimizare consta in memorarea valorilor non-
zero si a pozitiilor acestora.

Pentru matricea din figura 2.3 putem crea o structura de tip matrice
cu 3 coloane si atatea linii cate elemente non-zero sunt in matricea initiala.
Tabelul 2.1 contine solutia de reprezentare a matricii sparse.
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NE——
u B B L4
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E- - - Ed

Figura 2.3: Matricea rara initiala.

—_
\]

W W N =

=N W o=

Tabela 2.1: Reprezentarea unei matrici rare

Metoda este eficienta deoarece 1n loc de 12 locatii, necesita doar 4, par-
curgerea facandu-se de trei ori mai rapid in acest caz. Totodata, matricea
originala poate fi refacuta oricdnd, daca este necesar.
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2.2 Liste

O lista Inlantuita este o structura ce are ca fundatie nodul. Un nod este o
entitate formata din doud parti: legitura si datele. In date sunt stocate va-
lorile nodurilor care pot fi simple: intregi, float-uri, caractere sau complexe
precum obiecte de diverse tipuri.

O reprezentare 1n pseudocod a unui nod este cea de mai jos:

struct {
Data d;
Node next;
} Node;

Aici d are tipul Data adica poate fi orice tip de data, asa cum s-a indicat
mai sus, iar next este legatura catre urmatorul element din lista. In cazul
in care 1n lista nu exista decat un element, valoarea lui next este NULL.

O reprezentare vizuala a unei liste inldntuite este in figura 2.4 unde
avem 3 elemente. Primul element se mai numeste capul listei, iar ultimul
element contine in next valoarea NULL.

P N

Figura 2.4: Lista simplu inlantuita.

Lista din figura 2.4 este o lista simplu inlantuita, adica fiecare element
are legatura catre un singur element din lista si anume catre urmatorul.
Aceasta lista notata cu L contine 3 elemente, dintre care cel cu data d1 este
primul element din listd, cel cu data d3 fiind evident ultimul element din
lista. Vom vedea in continuare ca listele pot fi dublu si multiplu inlantuite
si cum anume se realizeaza aceasta.

Orice lista trebuie sa permita implementarea celor 4 operatiuni de
baza:

o Inserare
o Modificare

o Cautare/Parcurgere
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e Stergere

In cele urmeaza vom trata fiecare operatiune in parte.

2.2.1 Operatiuni cu liste simplu inlantuite
Inserarea

Pentru a crea un element si a-1 adauga intr-o lista, trebuie mai intai sa
alocam memorie pentru noul nod si apoi sa stabilim locatia din lista, unde
va fi acesta inserat. Pentru a insera un element la Inceputul listei, va trebui
ca el sa devina primul element si legatura sa next sa fie catre restul listei.

Algoritmul pentru inserare la inceputul listei este 13.

Algoritm 13 Inserare la inceputul listei

1: procedure INSERT__BEGINNING(L, val)
2 > Alocam memorie pentru noul nod
3 newnode < new Node
4 > Atribuim valoarea specifica acestuia
5: newnode.d < val
6: > Nodul are ca referinta toata lista initiala
7 newnode.next < L
8 > El devine lista.
9: L < newnode
10: end procedure

Figura 2.5 prezintd inserarea unui nou nod in lista L. Noul nod (cu
valoarea d) va deveni capul listei L. Complexitatea acestui algoritm este
O(1) deoarece nu necesiti decat 4 pasi.

Figura 2.5: Inserarea unui nou element la inceputul listei.
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2 Structuri de date de baza

Pentru a insera un element la sfarsitul listei va trebui mai intai sa
parcurgem lista si apoi sa fie referentiat de ultimul nod din lista. Astfel,
noul nod devine ultimul element din lista.

Algoritmul pentru inserarea unui element in lista, la finalul acesteia,
este 2.6.

Algoritm 14 Inserare la finalul listei

1: procedure INSERT _END(L,val)

2 > Alocadm memorie pentru noul nod

3 newnode < new Node

4 > Atribuim valoarea specifica acestuia

5: newnode.d < val

6 > Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar
7 auzrnode < L

8 while auzrnode.next # NULL do

9: auxnode < auzrnode.next

10: end while

11: > La final inseram nodul in lista
12: auxrnode.next < newnode

13: end procedure

Inserarea la finalul listei are reprezentarea vizuala in figura 2.6. Noul
element se insereaza prin rescrierea next-ului ultimului element. Noul ele-
ment indica automat catre NULL inca din momentul crearii lui.

SeD®
o o

Figura 2.6: Inserarea unui nou element la finalul listei.

Ordinul de timp al acestui algoritm este O(n) deoarece trebuie parcursa
intreaga lista.

Pentru a insera un nod dupa orice pozitie din lista va trebui sa par-
curgem lista pana la elementul cautat si va trebui sa-i refacem referintele
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acestuia. Totodata noul nod va trebui sa indice catre urmatorul element,
cel de dupa pozitia cautata.

Algoritm 15 Inserare in interiorul listei

1: procedure INSERT INTERIOR(L, x, val)

2 > Alocam memorie pentru noul nod

3 newnode < new Node

4 > Atribuim valoarea specifica acestuia

5: newnode.d < val

6 > Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar

7 auxnode < L

8 > pana cand gasim elementul dupa care dorim insertia
9: while auznode.d # x do

10: auxnode < auzrnode.next

11: end while

12:  © Inseram nodul in lista suprascriind 2 referinte:

13: > noul nod pointeaza catre restul neparcurs al listei
14: newnode.next < aurnode.next

15: > si nodul anterior va pointa catre noul nod

16: auxnode.next < newnode

17: end procedure

Inserarea in interiorul listei are reprezentarea vizuala in figura 2.7. Noul
element se insereaza prin rescrierea celor 2 legaturi marcate cu verde. Se
presupune ca x = d2.

Figura 2.7: Inserarea unui nou element la finalul listei.
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Modificarea unui element din lista

Modificarea valorii unui element din lista poate fi realizata prin cel putin
doua strategii. Daca se cunoaste valoarea elementului din lista, se parcurge
lista exact ca in algoritmul 15. Atunci cdnd elementul este gasit, se modifica
valoarea d a obiectului.

Daca se cunoaste pozitia in lista a elementului dupa care se doreste
inserarea, atunci algoritmul 16 este mai indicat.

Algoritm 16 Modificarea unui elementdin lista

1: procedure CHANGEATPOSITION(L, poz,val)

2 > Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar
3 auxnode < L

4 1+ 1

5: > pana cand gasim elementul de modificat
6 while poz # i do

7 1 1+1

8 auxnode < auzrnode.next

9 end while

10: > Modificam valoarea nodului curent

11: auznode.d < aval

12: end procedure

Evident algoritmul porneste de la prezumtia ca pozitia introdusa poz
este mai mica decdt numarul de elemente din listd. Se poate adauga o
validare la Inceputul algoritmului care sa verifice acest lucru, in caz contrar
restul procedurii sa nu se execute.

Parcurgerea unei liste

Algoritmul 17 de parcurgere a unei liste este foarte asemanator celor de mai
Sus.

Algoritm 17 Parcurgerea unei liste

1: procedure TRAVERSE(L, poz,val)
2 > Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar
3 auzrnode < L

4 while auxznode # NULL do
5: Print auxnode.d
6 aurnode < auxnode.next
7 end while
8: end procedure
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Scopul acestei parcurgeri este de a afisa toate elementele unei liste. In
cazul 1n care se doreste cautarea unui element de o anumita valoare, atunci
se va modifica linia 5.

Stergerea unui element din lista
Ca si in cazul inserarii, exista 3 posibilitati: stergerea primului element, la
final si in interiorul listei.

Stergerea primului element din listd inseamna de fapt inlocuirea listei
cu elementul urmator.

Algoritm 18 Stergere la inceputul listei

1: procedure DELETE__ BEGINNING(L)

2 > Preluam lista L folosind un nod auxiliar
3 auzrnode < L

4: > Stergem primul nod, ignorand-ul

5 L + auznode.next

6: end procedure

Conform figurii 2.8, noul cap al listei devine elementul cu data d2.
Legatura care se distruge prin instructiunea 4 din algoritmul 18 este cea
indicata cu rosu in figura.

Figura 2.8: Stergerea unui element de la inceputul listei.

Stergerea ultimului element din lista implica parcurgerea listei pana
la ultimul element care are next—ul nenull. Stergerea se realizeaza prin
ignorarea referintei acestui element.
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2 Structuri de date de baza

Algoritm 19 Stergere la finalul listei

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:

procedure DELETE__END(L)

> Verificam ca lista L sd nu fie goala
if L= NULL then
return
end if
> Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar
auxnode < L
while auznode.next.next # NULL do
auzxnode < auxnode.next
end while
auzxnode.next < NULL

12: end procedure

Figura 2.9 prezinta stergerea de la sfarsitul listei. Lista se va parcurge

de la Inceput pana la elementul d3 iar apoi acesta devine NULL. Automat
dupa aceasta instructiune, elementul d2 devine ultimul element din lista.

Figura 2.9: Stergerea unui element de la finalul listei.

Stergerea unui element din interiorul listei are loc astfel: se parcurge

lista pana la elementul de sters si apoi se elimina acesta prin "saltul" peste el.
Adica, legatura elementului anterior va fi citre elementul succesor nodului
de sters.
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Algoritm 20 Stergere in interiorul listei

1: procedure DELETE__INTERIOR(L, val)

2 > Parcurgem lista L folosind un nod auxiliar

3 auzrnode < L

4 > pana cand data urmatorului element va fi egald cu val
5: while auxnode.nexrt.d # val do

6 auzxnode < auxnode.next

7 end while

8: > Atunci cdnd am gasit elementul de sters, "sarim peste el"
9: auzrnode.next < aurnode.next.next

10: end procedure

Figura 2.10 prezinta stergerea elementului d2 prin refacerea legaturii
de la d1 catre d3, legatura marcata cu verde.

Figura 2.10: Stergerea unui element din interiorul listei.

Avantajele listelor sunt urmatoarele:

e Sunt dinamice: se pot extinde, micsora cu usurinta, spre deosebire de
siruri care sunt imuabile

e Sunt usor de implementat

e Sunt structuri de baza pentru alte tipuri de date precum stiva sau
coada

Dezavantajul principal intervine atunci cand se impun anumite restrictii
asupra datelor elementelor din lista, ceea ce face ca aceasta structura sa nu
fie cea mai eficienta.
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Spre exemplu, in multimi, elementele duplicate nu au voie sa existe, ceea
ce Inseamnd ca la inserare va trebui sa parcurgem intreaga lista indiferent
de locatia la care se insereaza. Daca lista va contine elemente ordonate, va
trebui de asemenea parcursa lista pentru a insera la locatia corecta.

De aceea, pentru astfel de operatiuni exista alte structuri mai eficiente
precum tabele hash sau arbori echilibrati.

In cele ce urmeaza vom detalia doua dintre cele mai populare structuri
derivate din liste si anume stiva si coada.

Stiva si coada sunt multimi dinamice in care un element va fi adaugat
sau sters prin intermediul unor operatii specifice. Intr-o stiva, elementul
sters va fi acela care a fost introdus cel mai recent in structura. Astfel,
stiva este o structura de date de tip last-in first-out, sau LIFO. Pe de alta
parte, coada este structura de date In care stergerea are loc conform regulii:
first-in, first-out sau FIFO.
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2.2.2 Stiva

Stiva este o structura de tip LIFO ce poate fi accesata si modificata prin
doua operatii PUSH si POP. Aceasta structura poate fi implementata ca
un sir sau ca o listd Inlantuita.

Vom trata cazul al doilea deoarece este cel mai dinamic mod de a lucra
cu stive.

Operatiunea PUSH este de fapt operatiunea de inserare a unui element
nou la Inceputul listei, reprezentata de algoritmul 13 si figura 2.5.

Operatiunea POP este de fapt operatiunea de stergere a unui element
de la inceputul listei, reprezentata de algoritmul 18 si figura 2.8.

Aplicatiile acestei structuri sunt deosebit de numeroase, precum:
1. inversarea facila a sirurilor
2. implementarea mecanismelor undo(de revenire) din aplicatii
3. ofera posibilitatea revenirii intr-un punct atunci cand se iau anumite
decizii
4. compilatoarele folosesc evaluarea expresiilor folosind stiva

5. o serie de limbaje de programare folosesc stive pentru a implementa
apelul de subrutine

6. sunt folosite in cadrul multor altor agloritmi

Evident, cele doua operatii de PUSH si POP pot ridica exceptii. Un-
derflow este exceptia ce se obtine atunci cind Incercam sa scoatem elemente
dintr-o stiva goala. Owerflow este exceptia ce se obtine atunci cand incer-
cam sa adaugdm elemente intr-o stiva plina. Faptul ca o stiva este plina
poate fi stabilit printr-o limita: fie numarul maxim de elemente, fie memoria
maxima alocata tuturor elementelor din stiva.

In cele ce urmeaza vom exemplifica folosirea stivei ca structura de data
pentru rezolvarea formei postfixate a unei expresii aritmetice.

Expresii aritmetice postfixate

Notatia infixatd a unei expresii este 344 iar notatia prefixata sau denu-
mita si poloneza este + 3 4. Denumirea de forma poloneza provine de la
matematicianul polonez Jan Lukasiewicz.

De ce folosim aceasti notatie? In forma polonezi, operatorii sunt pla-
sati dupa operanzi, dupa cum am aratat mai sus. Daca sunt operatii multi-
ple, operatorul va urma dupa al doilea operand, asa incat expresia 3 — 4 +
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2 Structuri de date de baza

5 va fi scrisa 3 4 — 5 4+ marcand faptul ca scadem 4 din 3 si apoi adunam la
suma nou obtinuta 5. Avantajul acestei notatii este ca elimina necesitatea
parantezelor din notatia infixata.

De exemplu expresia 3—4# 5 poate fi scrisd ca 3 — (4 * 5), dar scrisa ca
(3 — 4) % 5 are cu totul alt inteles si rezultat. In forma posfixati vom scrie
expresia 3 — 4 % 5ca345 % — ce inseamnd clar, 3 (45 % ) — adicd 3 20 —.
Cum functioneaza? Pentru evaluarea unei expresii operanzii sunt plasati
pe o stiva, iar in momentul efectuarii operatiei, operanzii sunt scosi, cu ei
se va efectua operatia, iar rezultatul acesteia va fi plasat inapoi In stiva.
Practic la final, valoarea expresiei postfixate se afla in varful stivei.

Aplicatii practice ale formei postfixate

« Calculele au loc imediat ce operatorul este specificat. In acest fel,
expresiile nu sunt evaluate ca un bloc de la stdnga la dreapta, ci
calculate bucata cu bucata, eficientizand timpul de calcul.

e Stiva permite stocarea unui rezultat intermediar pentru a fi folosit
mai tarziu, ceea ce permite calculatoarelor ce folosesc aceasta forma,
sa evalueze expresii de orice complexitate, spre deosebire de calcula-
toarele algebrice.

o Parantezele de orice tip nu mai sunt necesare, calculele sunt deci mai
simplu efectuate.

« Calculatoarele au implementate aceasta metoda de calcul a expresi-
ilor, expresiile infixate(obisnuite) fiind folosite pentru ca oamenii si
inteleaga sensul algebric al acestora.

Algoritmul de evaluare a unei expresii postfixate

Algoritm 21

while mai exista cuvinte in expresie do
citeste cuvantul urmator
if cuvantul este o valoare then
push (cuvdnt)
else cuvdntul este un operator
pop() doud valori de pe stivd
rezultat = operatia aplicata pe cele doud valori
push(rezultat)
end if
end while
: rezultat final = pop()

_ =
= O
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Algoritmul 21 nu trateaza eventualele erori de underflow ce apar de obicei
atunci cand expresia furnizata nu este valida. Pentru aceasta, va trebui sa
fie inserate operatii de verificare daca stiva este sau nu goala, iar In acest
caz si aruncam o exceptie sau un mesaj.

Exemplu de folosire a algoritmului de evaluare a formei postfixate

Vom evalua expresia infixatd 5 + ((1 + 2) * 4) - 3 ce poate fi scrisd sub
forma postfixata astfel: 512 + 4 * + 3 — Mai jos este prezentata secventa
de pasi prin care este evaluatd expresia de mai sus conform algoritmului
21.

i PUSH i PUSH ! i PUSH ? E
POPR,
p Pep
3 PUSH
POP POP
- -
i N
12 POP
PoP PUSH
+
POP

Figura 2.11: Evaluarea expresiei 512 + 4 %« + 3 —.

Cerculetele de culoare galbend marcheaza ordinea In care se executa
operatiile atunci cand se Intalneste un operator in expresie. La final tot ce
avem de facut este un ultim POP pentru a obtine rezultatul.
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Translatarea unei expresii din forma infixata in forma postfixata

Dupa cum am vazut anterior, forma infixata a fost mai intai transformata
in forma postfixata si dupa aceea s-a evaluat expresia. Trecerea de la forma
infixata la cea infixata are loc conform algoritmului 22.

Algoritm 22

1: initializeaza stiva

2: while mai exista simboluri in expresie do

3 citeste simbolul urmator

4 if simbolul este o ( then

5: Pune ( in stivd

6 else

7 if simbolul este un numar then

8 Afiseaza numar

9 else

10: if simbol citit este un operator then

11: if in varful stivei este un alt operator cu precedenta mai

mare sau egal cu a acestuia then

12: Scoate operator din stiva

13: Afiseaza operator

14: end if

15: Pune simbol citit in stiva

16: else > Urmeazd o parantezd )
17: Scoate simbolurile din stivd pand la intdlnirea unei (
18: Afiseaza simbolurile scoase

19: Scoate ( din stivd
20: end if
21: end if
22: end if

23: end while
24: Scoate si afiseaza toti operatorii din stiva
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Print Print
Push

Push
Print Pop
Pop

Figura 2.12: Transformarea expresiei 3 * 4 + ( 8 - 12 ) in form4 postfixats.

In figura 2.12 este reprezentats aplicarea algoritmului 22 pentru expre-
sia 3 * 4 4+ (8-12). Cu verde s-a reprezentat expresia postfixatd obtinuta
din cea infixata.

Stiva este folosita pentru a retine temporar operatorii obtinuti din ex-
presia infixata.

Expresia obtinutd (forma postfixati) este 3 4 * 8 12 - +.

2.2.3 Coada

Stiva este o structura de tip FIFO ce poate fi accesata si modificata prin
doud operatiuni ENQUEUE si DEQUEUE. Casi stiva, aceasta structura
poate fi implementata ca un sir sau ca o lista inlantuita.

Operatiunea de inserare a unui nou elment in coada se numeste ENQUEUE
si este defapt opertiunea de inserare a unui element nou la finalul listei, re-
prezentat de algoritmul 14 si figura 2.6.
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2 Structuri de date de baza

Ca si in cazul stivei, operatiunea DEQU EUE este defapt opertiunea
de stergere a unui element de la inceputul listei, reprezentat de algoritmul
18 si figura 2.8.

Un exemplu clasic de utilizare a cozii este in cadrul problemei Produ-
cdtor/Consumator. Presupunem ci exista elemente sau sarcini ce produc o
anumitd resursi care va trebui consumatd unul sau mai multe elmente. In
cazul In care nu exista resursa ce trebuie folositd, consumatorul trebuie sa
astepte. Pe de alta parte daca cel care produce nu are cui sa livreze resursa,
asemenea va trebui sa astepte.

Pentru a elimina acest timp de asteptare se foloseste o coada asa cum
este reprezentata in figura 2.13.

Enqueue
Dequeue

Produce

Figura 2.13: Exemplu de utilizare a cozii.

Imediat ce Producatorul creeaza o noua resursa o va plasa in coada
si apoi va Incepe realizarea unei noi resurse. Consumatorul va scoate din
coada elementul de la Inceputul acesteia si apoi imediat va incepe procesul
de consumare a resursei. In acest fel coada retine toate resursele in ordinea
producerii lor si tot astfel acestea vor fi oferite consumatorului in vederea
utilizérii acestor resurse. In continuare vom analiza alte structuri de date
bazate pe cele studiate pana acum si anume siruri si liste.
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2.3 Tabele Hash

2.3 Tabele Hash

Tabelele Hash sau Hash Map sunt structuri de date ce implementeaza un
dictionar de elemente de tip cheie-valoare. Un element din aceasta structura
este format din doua parti asociate: cheie si valoare.

Valoarea elementului este stocata in structura la un anumit index, index
obtinut prin apelul unei functii de hash avand drept cheie ca si parametru.
Cheia poate fi de orice tip de datad; de exemplu, un sir de caractere sau un
intreg, float etc.

De regula, functia de hashing este o functie injectiva ce asigneaza fie-
carei chei un index unic. Exista si situatii in care se genereaza pentru chei
diferite acelasi index, ceea ce Inseamna o coliziune, situatie ce va fi detaliata
in continuare.

Pentru a stabili un cadru formal de expunere a problemei, vom folosi
urmatoarele notatii:

o Un tabel hash de m elemente este T'[0..m — 1]

e k este cheia unui element

e v este valoarea unui element din structura

e U este multimea tuturor valorilor pe care le poate lua orice cheie
o h functia de hashing definita h: U — {0,1,...,m — 1}

o h(k) = v reprezintd valoarea stocata la cheia k

Pentru o mai buna intelegere a problemei, vom alege ca exemplu stoca-
rea datelor dintr-o agenda telefonica. Aici, cheile vor fi numele persoanelor,
iar valorile vor fi numerele de telefon ale acestora.

In figura 2.14 s-a reprezentat aceasta colectie si mai exact interpreta-
rea cheilor de cdtre functia hash pentru a afla locatia la care este stocata
valoarea asociata respectivei chei.
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2 Structuri de date de baza

chei functia hash valori

01 598765

. 02 237956

14 432423

Figura 2.14: Exemplu de utilizare a unei functii hash.

Exista posibilitatea ca pentru doua chei diferite functia h sa returneze
acelasi index. Altfel spus h(k;) = h(k2). Aceastd situatie poarta denu-
mirea de coliziune. Solutia ideala ar fi sa evitdm aceste coliziuni. Totusi,
cand aceste situatii apar, pot fi rezolvate prin mai multe metode, cum ar fi
Inlantuirea sau adresarea deschisa.

2.3.1 inlantuirea

In cazul inlantuirii se pun toate elementele cu aceeasi valoare returnata de
functia de hash intr-o lista.

chei functia hash valori

598765

PEVER

432423(Ana) 653749(Radu)

Figura 2.15: Exemplu de coliziune a unei functii hash.
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De exemplu pentru cheile "Ana Avram" si "Radu Ispas" se genereaza
aceeasi valoare si anume indexul 14. Aici apare o situatie de coliziune. La
acest index se va salva o lista cu valorile telefoanelor astfel: pe prima pozitie
se asociaza numarul de telefon pentru "Ana", iar pe a doua pozitie cel al

lui Radu.

Cand se acceseazd h(”AnaAvram”) se evalueazd h ca fiind 14, se ac-
ceseaza In O(1) lista ce contine cheia cautata. Cautarea se va face prin
compararea cheilor inserate 1n lista cu cheia in cauza.

Analiza inlantuirii

Cat dureaza pentru a cauta un element in aceasta structura?

Dat fiind un tabel de hash T' cu m pozitii si n elemente, factorul de
incarcare « este n/m. Daca fiecarui element 1i este stocat doar un index
unic, atunci a = 1, iar acesta reprezinta cel mai bun scenariu.

In cel mai riu caz, cele n elemente sunt legate la acelasi nod si atunci
m =1 si evident a = n. Timpul de cautare in listd este de O(n) pentru ca
avem de fapt o singura lista inlantuita.

Performanta depinde de cat de bine reuseste functia de hashing sa aloce
m chei cat mai diferite.

2.3.2 Functii de hashing

Ce face ca o functie de hashing sa genereze indecsi unici pentru chei unice
pentru un tabel de hash T' cu m pozitii si n elemente? Pentru a rdaspunde la
intrebare va trebui In mod euristic sa alegem k numere aleatorii distribuite
independent si uniform pe intervalul [0, 1) astfel incat functia h(k) = [km]
sa genereze valori unice.

Majoritatea functiilor de hashing pornesc de la presupunerea ca valorile
cheilor sunt numere naturale N = 0,1,2,.... Adicd h(xz) = x. Daci o cheie
este datd de un caracter, atunci se poate alege valoarea ASCII a acelui
caracter. Daca o cheie este datd de un sir de caractere, atunci indexul se
poate afla ca suma valorilor ASCII a caracterelor din sir.

Exemplu sirul "<>" poate fi encodat astfel 60 + 62 = 122. Problema
este ca 122 poate fi obtinut si din codificarea sirului "; ?" adicd 59 + 63 =
122. Vom vedea in cele ce urmeaza cateva metode de a elimina astfel de
coliziuni.
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Metoda impartirii

Metoda divizarii foloseste restul impartirii dintre cheie si m - numarul total
de chei. Astfel h(k) = k mod m.

Se recomanda ca marimea tabelei de hashing, m, sa fie un numar impar
mai mare decit n/3 pentru ca riscul de coliziuni si fie cAt mai mic.

Metoda multiplicarii

Aceastd metoda contine doua etape:

e Se multiplicd cheia k cu o constantda A € (0,1) si se extrage partea
fractionald a lui kA

o Multiplicam valoarea obtinuta cu m si retinem partea intreaga a re-
zultatului

Functia de hashing h(k) = [m(kA — |kA])].

Un avantaj al acestei metode este ca valoarea lui m nu este atat de im-
portanta. m poate fi o putere a lui 2, deoarece operatiunea de multiplicare
cu 2 este mai usor de implementat.

Pentru a proteja cat mai bine de coliziuni, exista functii de hashing care
folosesc algoritmi de criptografie pentru a genera valori mari de hashing.
Cel mai popular dintre acestia este SHA-1[26].

2.3.3 Adresarea deschisa

In cadrul adresirii deschise, toate elementele sunt stocate in cadrul tabelului
de hashing. Astfel, fiecare element din tabel contine fie un set dinamic,
fie NULL. Cautarea unui element inseamna parcurgerea fiecarei adrese si
interogarea valorii acelui element.

Nu exista liste si niciun element nu este stocat "in afara" tabelului ca
in cazul nlantuirii.

Pentru a efectua operatiunea de inserare, vom examina succesiv locatiile
tabelului pana cand gasim o pozitie asignata cu NULL. Acolo vom aloca
cheia si asocia valoarea elementului de inserat.

In loc sa cautdm in pozitii fixe 0,1,..., m-1, cautarea pozitiei de insertie
depinde de cheia ce va fi inseratd. Functia de hashing devine: h : U X
0,1,...m—1—0,1,....m—1.

42



2.3 Tabele Hash

Astfel, pentru orice cheie k secventa < h(k,0),h(k,1),... > este o per-
mutare a < 0,1,...,m — 1 > astfel ca fiecare pozitie a tabelului va fi aleasa
pana la epuizarea tuturor pozitiilor.

In algoritmul 23 presupunem ci toate elementele lui 7' sunt chei fira
valori atasate.

Algoritm 23 Inserarea intr-un tabel de hashing

1: procedure HASH-INSERT(T, k)
2 1+ 0

3 while ¢ # m do

4: j < h(k, )

5: if T[j)J=NULL then
6 Tlj] < k

7 return j
8 else

9: t—1+1

10: end if

11: end while

12: return "Overflow in hashtable'
13: end procedure

Algoritmul "cauta" fiecare cheie k si insereaza acolo unde pozitia inca nu
a fost ocupatd, adica acolo unde se indeplineste conditia T[j] = NULL.

chei functia hash valori

598765

PEYERT

432423

Figura 2.16: Exemplu de inserare a unei chei intr-un tabel de hashing.

Cu linie punctatd s-a reprezentat locatiile j unde T'[j] # NULL, unde
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nu s-a putut insera valoarea asociata cu cheia k generata de sirul de carac-
tere "Andrei Popescu".

Pentru cautarea unei chei, algoritmul 24 are ca intrare tabela T si cheia
k. Aceasta va returna pozitia j daci la aceasta locatie a fost gasita cheia
k, sau NULL daca cheia k nu a fost gasita.

Algoritm 24 Ciutarea] intr-un tabel de hashing

1: procedure HASH-SEARCH(T), k)
2 1+ 0

3 Jj« h(k,j)

4 while i #m AND T[j] # NULL do
5: if T[j]=k then

6: return j

7 end if

8 1+ 1+1

9 j < h(k, 1)

10: end while

11: return NULL

12: end procedure

chei functia hash valori

598765

237956

859345

432423

Figura 2.17: Exemplu de cautare a unei pozitiei corespunzatoare unei chei
intr-un tabel de hashing.

Stergerea unei chei se va face prin marcarea valorii de la locatia & a cheii,
cu o valoare DELETED in loc de NULL. In felul acesta se face diferenta
intre locatii goale (NULL) si locatii ce au fost sterse (DELETED).
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Analiza adresarii deschise

Analiza se bazeaza ca si in cazul inlantuirii, pe factorul de incarcare o =
n/m cu n < m ceea ce Inseamna cu o < 1. Se presupune ca distributia
cheilor este uniforma.

In cazul ideal, secventa < h(k,0), h(k,1),...,h(k,m — 1) > ce este folo-
sita pentru a insera cheia k poate fi orice permutare < 0,1,...,m — 1 >.

Dat fiind factorul de incircare o« = n/m < 1, numéirul de Incercari
pentru a crea o noud pozitie pentru inserare este de maxim 1/(1 — «).

Astfel, inserarea are loc Intr-un timp linear. Analog, si cautarea va avea
loc de asemenea Intr-un timp linear.

2.3.4 Aplicatii ale tabelelor de hashing
Tabelele de hashing sunt des folosite pentru a implementa siruri asociative,
in special in limbaje script, precum Ruby, Python sau PHP.

De asemenea, aceste tabele sunt folosite uneori pentru a stoca indecsii
bazelor de date.

Un alt mod de a utiliza tabelele de hashing este in implementarea cache-
urilor in diverse aplicatii. Astfel, se reduce timpul de acces la date.

Reprezentarea multimilor se realizeaza foarte usor cu aceste tabele de-
oarece cheia este unica, aspect specific multimilor.
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Acest capitol introduce conceptul de graf, care este structura de date fun-
damentalad pentru majoritatea algoritmilor studiati in continuare.

3.1 Notiuni generale

Un graf este o pereche notata G =< V,E > unde V este multimea de
varfuri sau noduri, iar £ C V x V este multimea de muchii.

O muchie de la varful a la varful b este notata cu perechea ordonata
(a,b). In unele grafuri denumite grafuri ponderate, acestei perechi i se poate
asocia o valoare ce poarta denumirea de costul muchiei.

Figura 3.1: Exemplu de graf.

In graful din figura 3.1 G = (V,E) cu V = 1,2,3,4,5,6 si B =
(1,2),(2,1),(1,4),(4,1),(2,5), (5,2), (4,5), (5,4),(2,6), (6,2), (3,6), (6, 3).

In cele ce urmeaza vom defini citeva notiuni de baza ce vor ajuta in
expunerile ulterioare ale algoritmilor ce se bazeaza pe grafuri.

Un graf orientat sau un digraf, este o pereche notata tot G =<V, E >
in care fiecare muchie este o pereche notata u, v unde muchia formata intre
nodurile u, v pleaci din u si ajunge in v. In acest tip de graf, este permisi
muchia ce are acelasi nod ca destinatie gi sursii. In figura 3.2a este prezentat
un graf orientat.
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3.1 Notiuni generale

-

(b) Subgraf obtinut din graful orientat

(a) Graf orientat

Figura 3.2: Exemplu de graf orientat.

Un subgraf este un graf Gy =< V',E' > unde V' C Viar E C E,
adica se mentin doar acele muchii ce unesc noduri din V'. Un exemplu de
subgraf se poate observa in figura 3.2b unde s-au pastrat nodurile 1 si 2 cu
muchiile atasate acestor noduri.

Un graf partial este un graf G, =< V,E" > unde E' C E. Astfel se
pastreaza numarul de noduri din graful initial, dar se elimina una sau mai
multe muchii. Un exemplu de astfel de graf se gaseste in figura 3.3. Acest
graf a fost obtinut plecand de la graful din figura 3.2a.

Figura 3.3: Exemplu de graf partial.

Un graf neorientat este un graf G =< V, E > in care ordinea dispuneri-
lor nodurilor in pereche nu conteaza. O muchie va fi formata din multimea
u,v unde u,v € V si u # v. Prin conventie vom folosi notatia (u,v) pen-
tru a delimita o muchie dintr-un graf neorientat. Un astfel de graf este
reprezentat in figura 3.1.

Doua noduri a si b sunt adiacente daca sunt unite printr-o muchie.

Un drum este o succesiune de muchii de forma:

(a17a2)7 (az, (13)7 ) (an—han)
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Un exemplu de astfel de drum se gaseste in figura 3.4 trasat cu rosu.
Drumul poate fi exprimat astfel: (1,2), (2,5), (5,4).

Figura 3.4: Exemplu de graf partial.

Lungimea drumului este egald cu numarul muchiilor din care este alca-
tuit.

Un drum simplu este acel drum in care niciun varf nu se repeta.

Un ciclu este un drum simplu, cu exceptia primului si ultimului varf
care sunt unul si acelasi.

Un graf aciclic este un graf ce nu contine niciun ciclu.

Un graf neorientat este conex daca intre oricare doua varfuri exista un
drum. Pentru grafuri orientate, aceasta optiune este intarita: un graf este
tare conex daca Intre oricare doua noduri a si b exista cel putin un drum
de la a la b, dar si de la b la a.

In figura 3.5 avem un exemplu de graf conex.

Figura 3.5: Exemplu de graf neorientat conex.

O componentd conexd este un subgraf conex minimal, adica un subgraf
conex in care niciun varf din subgraf nu este adiacent cu niciun alt varf din
exteriorul subgrafului. Impartirea unui graf G =< V, E > 1n componentele
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sale conexe determina o partitie a lui V' si una a lui E. In figura 3.6 avem
o0 reprezentare a unor componente conexe.

Figura 3.6: Exemplu de graf cu 2 componente conexe: 1,5,6 si 2,3,4.

Varfurilor unui graf neorientat li se pot atasa informatii numite uneori
valori, iar muchiilor i se pot atasa informatii numite lungimsi sau costuri.

3.2 Reprezentarea grafurilor

Exista mai multe moduri de a reprezenta un graf, fiecare avand avantaje
si dezavantaje. Exista mai multe criterii conform carora se alege tipul de
reprezentare:

e memoria necesara alocarii grafului
e timpul necesar accesarii unei muchii din graf

e timpul necesar accesarii vecinilor unui nod

Figura 3.7: Graf neorientat.
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Avand ca exemplu graful din figura 3.7 vom analiza fiecare tip de re-
prezentare a grafurilor.

3.2.1 Matricea de adiacenta

Se numeste matrice de adiacenta A, o matrice de |V| x |[V| in care A[i, j] =
true dacd nodurile i si j sunt adiacente si A[i, j] = false in caz contrar. O
variantd alternativa ar fi s atribuim lui A[i, j] costul muchiei dintre 7 si j
considerand Ali, j] = +o0 atunci cdnd cele doud varfuri nu sunt adiacente.
Pentru graful din figura 3.7 matricea de adiacenta este cea din tabelul 3.1.

_ o0 O O = O
—__= 0 = O
OO R R RO
O~ O~ OO
oSO, OO
S OO O -

Tabela 3.1: Reprezentarea unei matrice de adiacenta

Cu ajutorul matricilor de adiacenta putem afla in timp constant daca
o muchie existd sau nu in graf. Este suficient si interogdm Alé, j] si vom
afla dacd muchia intre i si j exista.

Exist# totusi doud dezavantaje ale acestei reprezentari. In primul rand,
spatiul alocat pentru a reprezenta muchiile grafului este ©(V?2), chiar daca
graful contine mai putin de |V'| muchii. In al doilea rand, pentru a interoga
toti vecinii nodului ¢ va trebui parcursa intreaga linie ¢, pentru a interoga
toate cele |V| noduri, chiar daca i are un singur vecin.

3.2.2 Liste de muchii

O lista de muchii este un sir de perechi ordonate, fiecare pereche sau tuplu
reprezentand o muchie. Daca unei muchii 1i se asociaza un cost, atunci
perechea devine un triplu format din nodul 4, nodul j si costul c.

Pentru graful din figura 3.7, lista de muchii este urmatoarea:
(172,61)7(2,3,62),(3,3768),(374,63)7(4,5,64),(5,2765),(6,2,66)7(1,6,67)
unde e;_g reprezinta costul unei muchii, adica un numar intreg.

Aceste liste sunt simplu de alcatuit si spatiul necesar alocarii lor este
liniar: ©(E), dar cdutarea unei anumite muchii ce leagd nodurile ¢ si j
necesitd o parcurgere liniard a |E| muchii.
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3.3 Aplicatii ale grafurilor

3.2.3 Liste de adiacenta

Intr-o listd de adiacent# fiecare nod i contine un sir de noduri adiacent lui.
Astfel avem o lista sau un sir de |V| liste de adiacentd precum cea din figura
3.8. Aceasta lista corespunde de asemenea grafului din figura 3.7.

Figura 3.8: Liste de adiacenta

Putem accesa lista oricirui nod intr-un timp constant. Pentru a afla
dacd muchia (4, 7) se afli sau nu in graf, interogam lista de adiacenta a lui
i si cautam in aceasta lista nodul j. Timpul necesar acestei cautari este
©(d) unde d este gradul lui i, adicd numarul total de vecini al lui 1.

Ca si memorie, o listd va ocupa cel putin |V| pozitii In cazul in care
toate nodurile sunt izolate (adicd nu au niciun vecin). Daca fiecare nod
are un numar maxim de vecini (V]| — 1) atunci memoria alocatd va fi in

ov?2).

3.3 Aplicatii ale grafurilor

Teoria grafurilor are aplicatii in diferite domenii, dintre care iata cateva:

« modelarea frecventelor de tact in circuite digitale
o 1n constructii pentru estimarea cablajului necesar

 la rutarea semnalelor 1n retele predefinite
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3 Grafuri

¢ la estimarea costurilor drumurilor in harti
o la evaluarea si predictia evenimentelor economice

e la efectuarea diferitelor simulari de la dinamica consumului pana la
simularea traficului urban

Acestea sunt doar citeva aplicatii concrete ale teoriei grafurilor. Evi-
dent, lista este mult mai lunga, in continuarea acestui curs urmand sa des-
coperim si alte potentiale utilizari ale algoritmilor ce utilizeaza grafuri.
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4 Arbori

Capitolul prezinta conceptul de arbore si cateva cazuri particulare de ar-
bori.

4.1 Notiuni generale

Un arbore este un graf conex, aciclic. Exista mai multe tipuri de arbori pe
care le vom detalia 1n cele ce urmeaza.

Un arbore liber T(V, E) este un graf neorientat conex si fara cicluri.

In figura 4.1 este reprezentat un arbore liber.

Figura 4.1: Exemplu de arbore liber.

Un arbore are urmatoarele proprietati:
1. Un arbore cu |V| noduri contine exact |V — 1| muchii
T este aciclic
Oricare doua noduri sunt conectate printr-un drum unic

Stergerea unei muchii creeaza doi arbori

ero N

Adaugarea unei muchii duce la crearea unui ciclu
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4 Arbori

O pddure este un graf format din doi sau mai multi arbori. In figura
4.2 avem un exemplu de o padure alcatuita din trei componente conexe,
fiecare componenta fiind un arbore.

i

Figura 4.2: Exemplu de padure.

In figura 4.3 au fost reprezentate doud cicluri marcate cu verde. In
clipa in care se gaseste cel putin un ciclu, arborele devine un simplu graf
conex.

Figura 4.3: Exemplu de graf ce contine ciclu.

Un arbore cu rdddcind are urmatoarele proprietati:

1. Are un nod aparte numita raddcindg
2. Fiecare nod, in afara de radacina, are un parinte unic
3. Fiecare nod are 0 sau mai multi fii.

4. Un nod fara succesori se numeste frunzd sau terminal

Un exemplu de arbore cu radacina este prezentat in figura 4.4.
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4.1 Notiuni generale

nod rdddcina

pdrinte
pentru 8
si12 Wy
% nod frunza
fiuallui 8

Figura 4.4: Exemplu de arbore cu radacina.

Pe langa proprietatile de mai sus, exista o serie de concepte definite
pentru un arbore cu radacind, concepte care vor fi mentionate in algoritmii
ce urmeaza a fi prezentati.

1. Un subarbore al unui arbore este un subgraf conex nevid al acestuia.
2. Un nod v se numeste descendent al lui u dacd pred(v) = u

3. Indltimea unui nod este numarul de muchii de pe cel mai lung drum
de la acel nod la un nod frunza. Aceasta se exprima astfel:

0 n este frunza
h(n) =914 mgx(h(Sk(n)) altfel (4.1)

unde Si(n) este subarborele ce are ca radacina fiul k£ al nodului n
4. Inaltimea arborelui este inaltimea radacinii

5. Adancimea unui nod este numarul de muchii de la nod la radacina.
Recursiv, adancimea se poate defini astfel:

A(nod) = A(pred(nod)) + 1, A(rddacind) =0 (4.2)

In figura 4.5 sunt exemplificate cateva dintre proprietitile arborelui cu
radacina.
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4 Arbori

inaltimea

nodului3 =3 (W pred(4)=7

subarbore

al nodului 3 /\J\
-
7/ adancimea
noduluil =3

-

Figura 4.5: Alte proprietéti ale arborelui cu radacina.

4.2 Reprezentarea arborilor

In cadrul acestui subcapitol se vor prezenta doua dintre implementarile
posibile ale arborilor cu radacina.

4.2.1 Reprezentarea cu ajutorul tablourilor

Pentru a reprezenta un arbore T' cu ajutorul tablourilor va trebui sa:

1.

2.

Numerotam nodurile arborelui 7" de la 1 la n.

Asociem nodurilor, elementele sirului astfel: nodului ¢ corespunde
locatia ¢ din sir.

Pe fiecare pozitie i se memoreaza locatia parintelui. Astfel T'[i] = j
unde j este parintele lui 4.

Daca Ali] = 0 atunci ¢ este radacina arborelui.

Valorile nodurilor (denumite si chei) se vor salva Intr-un alt sir V' pe
pozitiile i corespunzatoare nodurilor din arborele T'. Astfel in C[i] se
retine valoarea din nodul i.

Se poate evident optimiza structura de mai sus, mentinind un singur

sir T. Pe fiecare pozitie din tablou pastram un obiect format din doua
informatii: locatia parintelui si cheia asociata nodului curent.

56



4.2 Reprezentarea arborilor

Figura 4.6: Alte proprietati ale arborelui cu radacina.

In figura 4.6 se giseste reprezentarea arborilor folosind sirul 7' pentru
pastrarea pozitiilor parintilor nodurilor si V' pentru pastrarea cheilor sau
valorilor din interiorul nodurilor.

Acest tip de reprezentare "fiu citre parinte' are avantajul ca accesul
la parintele unui nod se face in O(1). Totodatd parcurgerea arborelui in
directia parintelui pornind de la nodul curent, se realizeaza intr-un timp
O(a), unde a este adancimea nodului.

Un dezavantaj al acestui tip de structura este ca nu permite addugarea
sau stergerea unui nod in/din arbore, tocmai pentru cd un sir este imua-
bil.

Dificultatea utilizarii acestei implementari devine clara atunci cand,
dat fiind un nod n, se doreste aflarea fiilor acestuia sau a inaltimii sale.
Totodata ordinea in care fii unui nod sunt dispusi in arbore nu este bine
definita.

Se poate impune o reguld ce sd rezolve problema ordonarii fiillor unui

nod: "Pozitiile asociate fiillor unui nod, cresc de la stinga spre dreapta.
Astfel nu este imperativ ca fii sa fie plasati pe pozitii consecutive in sir".
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4 Arbori

4.2.2 Reprezentarea cu ajutorul listelor simplu inlantuite

Pornind de la reprezentarea grafurilor cu ajutorul listelor vom genera pentru
fiecare nod o lista a fiilor sii.

In lista principala vom pastra nodurile din arbore in ordinea urmatoare:
de la radacina catre fii si de la stanga la dreapta.

Varfurile ce au cel putin un fiu vor retine o listd cu fii lor. Nodurile
frunza vor indica un element NULL. Totodata in fiecare nod din lista va
contie si informatia despre cheia acelui nod.

In figura 4.7 este reprezentat sub forma unor liste de vecini, arborele
din figura 4.4.

|

é

000000000000

é

Figura 4.7: Reprezentarea ca lista de vecini/fii a arborelui.
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4.2 Reprezentarea arborilor

Avantajele acestei organizari a arborilor sunt evident de parcurgerile
dinspre parinte catre fii, de la radacina spre frunze. Pentru aceasta este
nevoie de un timp liniar O(d) unde d sunt vecinii unui nod n. Dezavanta-
jul consta In aflarea drumului in sens invers, adica de la fiu catre parinte.
Pentru aceasta, trebuie interogata intreaga lista de noduri, fiecare nod in-
terogand vecinii sai. Timpul necesar acestei operatii este unul patratic si
anume O(dn). Acest neajuns poate fi usor reparat dacd lucram cu liste
dublu sau multiplu Inldntuite (dupa tipul de arbore cu radacing).

Acest tip de reprezentare este foarte potrivit pentru arbori orientati si
anume acei arbori in care muchiile au un sens, intotdeauna de la radacina
catre frunze.

4.2.3 Reprezentarea cu ajutorul listelor multiplu inlantuite

In cazul in care se doreste parcurgerea arborilor ct mai eficient in orice sens,
si de la radacing spre frunze si invers, putem folosi o structura asemanatoare
cu listele dublu inlantuite care contine pe langa valoarea (cheia) nodului
doua referinte:

1. Referinta catre parinte. In cazul in care nodul este chiar radicina,
referinta va i NULL

2. Lista de referinte catre copii. Daca nodul este frunza atunci lista este
formata dintr-un obiect NULL

O reprezentare in pseudocod a unui nod al arborelui poate fi cea de mai
jos:

struct {

Data v;

Node parinte;
Lista<Node> fii;
} Node;
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4 Arbori

|

pinnte 0N " fm - fm - fu

NULL

Figura 4.8: Reprezentarea ca lista multiplu inlantuita, a arborelui.

Fiind reprezentat printr-o listad, arborele trebuie sa raspunda la urma-
toarele operatiuni:

e Inserare

« Modificare

Céautare/Parcurgere

Stergere

Astfel, inserarea unui nod inseamna refacerea legaturilor noului nod cu
cele ale nodului in care va fi inserat.

Spre exemplu, daca vrem sa addugam un nou nod cu valoarea 17 ca fiu
al nodului 4, atunci existd 3 legdturi ce trebuie create (marcate cu rosu in
figura 4.9).
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4.2 Reprezentarea arborilor

périnte m fiu

pirinte g fiu

Figura 4.9: Inserarea unui nou nod intr-un arbore cu radacina.

Dupa aceasta operatie, nodul 4 va avea doi fii, in ordinea lor de la

stanga la dreapta: 2 si 17.

Algoritmul pentru inserare a unui nou nod este 25.

Algoritm 25 Inserarea unui nou nod in arbore

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

: procedure INSERT__NEW(T), cheie, nouaval)
> Alocidm memorie pentru noul nod

newnode < new Node
> Atribuim valoarea specifica acestuia
newnode.v < nouaval
> Nodul nou nu are fii
newnode. fii < NULL
> Parcurgem arborele pana la nodul parinte al nodului de inserat
node < SEARCHTREE__ BYKEY(T.RADACINA, CHEIE)()
> Refacem cele doua legaturi conectand astfel nodul nou la arbore
> De la noul nod la parinte
newnode.parinte = node
> 5i de la parinte la nou nod
list < node.fii
while list.next # NULL do
list < list.next
end while
lis.next < newnode

end procedure
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4 Arbori

Algoritm 26 Cautarea unui nod in arbore dupa cheie

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

procedure SEARCHTREE_ BYKEY(node, cheie)
> Se verifica terminarea recursivitatii
if node = NULL then
return NULL
end if
if node.v = cheie then
return node
end if
> Se preia lista de copii ai nodului curent
list < node. fii
while list.next # NULL do
> Dacd se gaseste cheia in lista de fii, se returneaza acel fiu
if list.v = cheie then return list
end if
> Daca nu, se parcurge in adancime arborele
newnode < SEARCHTREE_ BYKEY(LIST, CHEIE)()
if newnode.v = cheie then return newnode
end if
> Se trece la urmatorul fiu din lista
list < list.next
end while
end procedure

In continuare vom insista (cu o exceptie in cazul heap-urilor) pe acest

tip de reprezentare deoarece traversarea arborelui, in ambele sensuri, se
realizeaza In mod optim.
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5 Heap-uri

5.1 Introducere

Un heap, sau coadd de prioritati este o structura de date speciala, in princi-
pal un tablou ce poate fi privit ca un arbore binar aproape complet. Aceasta
structura permite implementarea eficienta a operatiilor precum:

o Inserare (INSERT);
o Extragere a valorii minime sau maxime (EXTRACT-MIN/EXTRACT-MAX);
o Initializare heap pe baza unui set de date (de ex. BUILD-HEAP);

o Cresterea / Micgorarea cheii unui nod (INCREASE-KEY /DECREASE-KEY),
s.a.

Exista doua tipuri principale de heap:

e Max-heap: fiecare nod are valoarea mai mare sau egald decat valo-
rile fiilor sai. Nodul de la radacina este maximul din heap.

e Min-heap: fiecare nod are valoarea mai micd sau egala decat valorile
fiilor sai. Nodul de la radacina este minimul din heap.

In mod uzual, prin heap se intelege fie un maz-heap, fie un min-heap.
In acest capitol vom avea in vedere ambele variante, precizand explicit
daca operatiile sunt asociate unui maxz-heap sau unui min-heap. Utilizarea
frecventd a acestor structuri apare in algoritmi de sortare (Heap-Sort), in
algoritmi pentru cozi cu prioritate, precum si in numeroase alte aplicatii.

5.2 Structura unui heap

Din punct de vedere conceptual, un heap se poate privi ca pe un arbore
binar complet, cu proprietatea ca:

1. Arborele este complet (toate nivelurile sunt pline, cu exceptia ultimu-
lui, care poate fi completat partial, dar de la stanga spre dreapta).

2. Fiecare nod respecta proprietatea de heap:
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5 Heap-uri

o Maz-heap: valoarea fiecarui nod este mai mare sau egald decat
valorile nodurilor-fii;

e Min-heap: valoarea fiecarui nod este mai mica sau egala decat
valorile nodurilor-fii.

5.2.1 Reprezentare in memorie

In implementarea clasici, un heap este stocat intr-un tablou (array) unidi-
mensional. Daca radacina se afld pe pozitia 1 a tabloului, atunci pentru un
nod aflat la indexul i avem:

e Fiu stang la indexul 2%*i;

e Fiu drept la indexul 2*i + 1;

o Pdrinte la indexul [i/2], daca i > 1.

De regula, implementarile folosesc indexarea de la 1 la n, dar pot fi
folositi si indici de la 0 la n-1, adaptand usor formulele de mai sus.

Pentru un tablou A ce retine heap-ul, se mentine de obicei o variabila
heap_size care specificd cte elemente din A fac parte din heap (elementele
de la A[1] la Alheap_size]). Indicele A.length poate fi mai mare decit
heap_size, daca tabloul are spatiu alocat suplimentar.

5.3 Operatii de baza pe heap-uri

In continuare, vom considera un maz-heap. Operatiile pentru min-heap
sunt analoge, modificind doar conditiile de comparatie.

5.3.1 Pastrarea proprietitii de Heap (HEAPIFY)

Rutina HEAPIFY mentine structura de maz-heap intr-un subarbore, pornind
de la un nod i al carui fiu stdng sau fiu drept ar putea incalca proprietatea
de max-heap.
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5.3 Operatii de baza pe heap-uri

Algoritm 27 MAX-HEAPIFY(A, i)

Require: A - tabloul ce contine heap-ul, i - indexul de la care trebuie

e e
L N

restaurata proprietatea de heap

1+ 2%i

r+2xi + 1

if 1 < heap_size A A[l] > A[i] then
largest <— 1

else
largest <— i

end if

if r < heap_size A A[r] > A[largest] then
largest <—r

end if

. if largest # i then

swap (A[i], A[largest])
MAX-HEAPIFY(A, largest)

: end if

> fiul stang
> fiul drept

5.3.2 Construirea unui Heap (BUILD-MAX-HEAP)

Dacé unul din fii este mai mare decit nodul curent (i), atunci cel mai
mare dintre fii (largest) este permutat cu A[i] si se apeleazd recursiv
MAX-HEAPIFY pe pozitia largest. Timpul de executie al procedurii este
O(logn), intrucit in cel mai rau caz coboara pe un nivel, apoi altul, etc.,
pana la frunza.

Se poate crea un max-heap pe baza unui set de n elemente, memorate initial
in tabloul A[1..n]. Ideea este si aplicim HEAPIFY in sens descrescator al
indexului i, incepdnd din jumaitatea inferioard a tabloului (nodurile care
au fii).

Algoritm 28 BUTLD-MAX-HEAP(A)

1:
2:
3:
4:

heap_size < length(A)

for i + |length(A)/2| downto 1 do
MAX-HEAPIFY(A, i)

end for

Complexitatea este ©(n), desi MAX-HEAPIFY in sine este ©(logn) pentru
un singur apel. Motivul: doar primele |n/2| noduri au fii, iar costul efectiv

este proportional cu EZQ log k, care este ©(n).
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5.3.3 Extragerea maximului (HEAP-EXTRACT-MAX)

Pentru un max-heap, elementul mazim este la indexul 1 (rddacina). Extra-
gerea se face astfel:

1. Se memoreaza maximul din A[1] intr-o variabila max.

2. Se muta ultimul element din intervalul heap-ului (A[heap_sizel]) pe
pozitia 1 (radécina).

3. Se reduce heap_size cu 1 (heap-ul nu mai contine elementul extras).
4. Se apeleaza MAX-HEAPIFY(A, 1) pentru a reface proprietatea de heap.

Complexitatea este O(logn) datoritd apelului MAX-HEAPIFY.

5.3.4 Inserarea unui nou element in Heap

Pentru a introduce un element z intr-un max-heap:

1. Crestem heap_size cu 1, se considerd Alheap_size] = —oo (0 va-
loare mai mica decét orice element posibil).

2. Apoi apelam HEAP-INCREASE-KEY(A, heap_size, z) — adicd ,cres-
tem” cheia de la —oo la valoarea z, procedura care implica urcarea
elementului in arbore, comparandu-l cu parintii sai, pana la pozitia
corecta.

5.4 Heap-uri Min

Pentru min-heap, proprietatile se inverseaza: fiecare nod este mai mic sau
egal decat oricare dintre fiii sai, iar minimul se gaseste In varful heap-
ului (A[1]). Majoritatea procedurilor (MIN-HEAPIFY, BUILD-MIN-HEAP,
EXTRACT-MIN, DECREASE-KEY) sunt echivalente, cu modificarea conditiilor
de comparatie.

Min-heap-urile se folosesc, de exemplu, in implementarea cozilor de
prioritati cu prioritate micd (cel mai mic element are prioritatea cea mai
mare).
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5.5 Aplicatii

5.5 Aplicatii

Heap-urile apar frecvent in probleme de cozi cu prioritdti:

e Max-heap: o coada de prioritati in care cel mai mare element are
prioritatea cea mai mare (ex. planificiri de sarcini).

e Min-heap: folosite in algoritmi de parcurgere a grafurilor, precum
Dijkstra, Prim etc., pentru a extrage arcul cu cost minim.

De asemenea, maz-heap constituie baza algoritmului HEAP-SORT, a carui
complexitate este ©(nlogn). Ideea de bazi: se construieste maxz-heap, apoi
se extrage mazimul i se pune la finalul tabloului, scazand heap_size pentru
urmatoarea iteratie.

5.5.1 Heap-Sort

Pseudocod simplificat pentru Heap-Sort (maz-heap):

Algoritm 29 HEAPSORT(A)

. BUILD-MAX-HEAP(A)

: for i + length(A4) downto 2 do
swap(A[1], A[i])
heap_size < heap_size — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)

end for

@ gk W

Dupa fiecare schimb, cel mai mare element al heap-ului este plasat la sfar-
situl tabloului, iar heap_size scade cu 1, excludand elementul fixat de la
pasul curent. In final, tabloul va fi sortat crescitor in ©(nlogn).

5.5.2 Sistem de sarcini cu prioritati

Presupunem un sistem care gestioneaza sarcini in functie de prioritatea
acestora. Prioritatea mai mare indica o importanta mai mare.
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5 Heap-uri

Algoritm 30 Gestionarea sarcinilor cu prioritate (Max-Heap)

INSERT (heap, "Backup BD", 80)

INSERT (heap, "Actualizare servere", 95)

INSERT (heap, "Restart servicii web", 70)

INSERT (heap, "Monitorizare securitate", 90)

task < EXTRACT-MAX (heap) > ,Actualizare servere”
INSERT (heap, "Interventie urgentd", 100)

5.5.3 Gestionarea timpilor minimi de asteptare (Min-Heap)

Prioritizarea pacientilor dupa timpul estimat de tratament.

Algoritm 31 Sili de asteptare folosind Min-Heap

INSERT (heap, PacientA, 30)
INSERT (heap, PacientB, 15)
INSERT (heap, PacientC, 10)
INSERT (heap, PacientD, 20)
pacient < EXTRACT-MIN (heap) > PacientC (10 min)

5.5.4 Gestionarea blocurilor libere in memorie (Min-Heap)

Sistemul de operare foloseste Min-Heap pentru gestionarea blocurilor li-
bere.

Algoritm 32 Gestiune memorie libera folosind Min-Heap

INSERT (heap, 10KB)
INSERT (heap, 20KB)
INSERT (heap, 15KB)
INSERT (heap, 40KB)
INSERT (heap, 50KB)
bloc < EXTRACT-MIN(heap, min 12KB) > blocul 15KB

5.6 Concluzii

Heap-urile sunt structuri fundamentale pentru cozi cu prioritati si, implicit,
pentru numerosi algoritmi de planificare, rute de grafuri cu costuri minime,
Heap-Sort etc. Proprietatea de bazi (maz-heap sau min-heap) asigurda un
mod eficient de a accesa, extrage si actualiza elementul de interes (fie ma-
xim, fie minim) in O(logn). In plus, construirea unui heap dintr-o lista de
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5.6 Concluzii

elemente se face In timp liniar, ceea ce ofera un avantaj considerabil atunci
cand avem nevoie de numeroase operatii de extragere/inserare.
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6 Greedy

6.1 Exemplu introductiv

Incepem studiul algoritmilor cu rezolvarea problemei programdrii Spectaco-
lelor. Se cere sa se realizeze programul unei sali de spectacole astfel incat
intr-o zi sa se permita derularea a cat mai multe spectacole. Se pun la
dispozitie urmatoarele: numaérul de spectacole disponibile (1, 2, .., n), im-
preund cu ora de Inceput, s(i), pentru spectacolul cu numdrul i, si ora de
sfarsit f(i), a fiecirui spectacol in parte. Rezolvarea acestei probleme re-
prezinta o explicatie concreta a modului in care functioneaza algoritmii de
tip Greedy.

Ideea de baza In implementarea unui algoritm Greedy pentru rezolvarea
acestei probleme consta in determinarea unei modalitati conform careia se
selecteaza primul spectacol ;. O data cu determinarea acestui prim spec-
tacol sunt eliminate toate spectacolele care nu respecta regula folosita. Se
repeta acest procedeu pana la epuizarea tuturor celor n spectacole. Pen-
tru a obtine un algoritm Greedy bun, trebuie determinata cea mai buna
reguld de alegere a spectacolelor. In continuare sunt prezentate si analizate
mai multe modalitati de alegere a spectacolelor care pot duce la o solutie
a problemei:

o Cea mai evidenta regula este aceea de a alege spectacolul care incepe
cel mai devreme, ora de start s(i) sd aibd valoarea minima. Acest
lucru poate sa nu duca la o solutie optima a problemei, deoarece
daca spectacolul 7 ales se deruleaza pe o perioada foarte lunga, se pot
anula mai multe spectacole care se desfasoara pe perioade mai scurte
de timp. Astfel, pentru cel mai nefavorabil caz, f(i) maxim, sala de
spectacole poate avea un singur spectacol, pe cand o solutie optima
determina programarea mai multor spectacole. O astfel de situatie
este ilustrata In figura 6.1a.

o Urmatoarea sugestie ar fi aceea de a alege spectacolele pentru care
f(i)—s(i) este minim. Aceasta poate duce la determinarea unei solutii
suboptimale. De exemplu in figura 6.1b acceptarea spectacolului de
duratda minima a dus la eliminarea altor doua.
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6.1 Exemplu introductiv

e Luadnd in calcul cele doua reguli, se poate determina un algoritm
Greedy a carui idee este aceea de numara cate spectacole sunt eli-
minate dupa aplicarea uneia dintre reguli. Se va alege aceea regula
in urma careia numarul de spectacole eliminate este minim. Aceasta
duce la determinarea unei solutii optime. Cu toate acestea, un contra
exemplu este reprezentat in figura 6.1c. Aici, se va alege ca solutie
programarea a trei spectacole.

(a)
| I I | L
(b)
— —
(c)

Figura 6.1: Exemple de rezolvari pentru problema Spectacolelor, unde me-
toda Greedy nu a determinat solutii optime.

e O alta reguld este aceea care determina spectacolul ¢ pentru care
f(i) este minim. Adica, spectacolul care se termind cel mai repede,
astfel sala de spectacole va fi eliberata cit mai curand posibil. Aceasta
metoda este cea care duce la determinarea solutiei optime. Algoritmul
scris in limbaj natural este 33, iar un exemplu grafic este 6.2.
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6 Greedy

Algoritm 33 Problema programarii spectacolelor

(I) Initializeazd vectorul R cu toate specatcolele disponibile
(IT) Alege un spectacol ¢ din R pentru care f(i) este minim
(IIT) Adauga i in vectorul A

(IV) Sterge toate spectacolele care nu sunt compatibile cu i
> Repeta pasii (IT), (IIT), (IV) pand cand vectorul R este gol
(V) Afiseaza continutul vectorului A

6 | °
! I I 1
Spectacolele k
- | ) Pl 51| 9 |
disponibile I 1T LR LI | 1
2 4 7
| | | || |
I LI | 1 I 1
] o
Se selecteaza | 1] 3 5 I
spectacolul 1 I 11 L LI | 1
2 4 7
|_ __________ l | | |
I 1 I 1
—
Seselecteazd | Loy 3 | 5 o |
spectacolul 3 I 1T 1T 1T 1
b--=] —H
—
Se selecteaza | 1 |1 3 T 5 | g I
spectacolul 5 I 1T LA LI | 1
boeeee o
]

Seselecteaza | 1
1

w
o
. .
-—
I
I
I
I
I
I
| °
i -

spectacolul & I

Figura 6.2: Exemplu de rezolvare a problemei programarii spectacolelor.
Linia punctata reprezinta spectacolele care vor fi eliminate, linia
Ingrosata reprezinta spectacolul ales.
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6.2 Drumuri minime in grafuri

Deoarece majoritatea algoritmilor care lucreaza cu grafuri sunt descrisi fo-
losind principiile de programare Greedy, in continuare sunt prezentati cei
mai reprezentativi astfel de algoritmi.

Problema determinarii drumurilor minime in grafuri poate fi privita in
doua sensuri:

e Fiind date doua noduri u, v se cere sa se determine cel mai scurt drum
dintre ele.

e Se da un nod de start s si se cere sa se determine cele mai scurte
drumuri dintre s si toate celelalte noduri.

Se propune spre rezolvare cea de-a doua problema, astfel ca:

Fie un graf orientat G = (V, E) si un nod de start s. Se presupune
ca exista drum intre s si orice alt nod al grafului. Se cere sa se determine
cel mai scurt drum dintre s si toate celelalte noduri ale grafului. Se stie
ca fiecare muchie e are o pondere lo > 0 (indicand costul, timpul, distanta,
etc.) dintre cele doud noduri. Pentru un drum P, ponderea drumului,
L(P), reprezintd suma tuturor ponderilor muchilor care il formeazd.

Chiar dacad problema este data pentru un graf orientat, rezolvarea se
poate adapta si grafurilor neorientate, prin inlocuirea unei muchii e = (u, v)
de pondere I, cu doud arce (u,v si (v, u), fiecare cu aceeasi pondere .

Pentru graful din figura 6.3, drumul D; = (1,2,3,4) are lungimea
14+443=8, iar drumul Dy = (1,2,5) are lungimea 1+1=2.

75}

2

Figura 6.3: Exemplificarea drumurilor minime

6.2.1 Algoritmul Dijkstra

Pentru determinarea drumurilor minime dintr-un graf ponderat se va folosi
un algoritm Greedy, inventat de Dijkstra (1959). Se noteaza cu C', multimea
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6 Greedy

varfurilor disponibile si cu S multimea nodurilor care au fost selectate.
Astfel ca S contine acele varfuri a caror distanta minima de la sursa este
deja cunoscuta, iar multimea C' contine toate celelalte varfuri. La Inceput
S contine doar varful sursa, iar la final multimea va contine toate varfurile
grafului. La fiecare pas, addugam in S acel varf din C' a carui distanta de la
sursa la el, este minima. Spunem cd un drum de la sursa catre un alt varf
este special, daca toate varfurile intermediare de-a lungul drumului apartin
lui S.

Algoritmul Dijkstra lucreaza astfel:

e La fiecare pas al algoritmului, D contine lungimea celui mai scurt
drum special de la sursa catre fiecare varf al grafului.

e Dupa ce addugam un nou varf v la S, cel mai scurt drum special catre
v ,va fi si cel mai scurt drum din toate drumurile de la sursa la v .

e (Cand algoritmul se termina, toate varfurile din graf sunt in S, deci
toate varfurile sunt speciale si valorile din D reprezinta solutia pro-

blemei.
Presupunem ca varfurile sunt numerotate V' =1,2,... n, varful 1 fiind
sursa, matricea L d& lungimea fiecdrei muchii, unde L[i,j] = 400, daca

muchia [7, j] nu existd. Solutia se va construi in tabloul D[2..n] conform
algoritmului 34:

Algoritm 34 Algoritmul Dijkstra pentru determinarea drumurilor minime

1: function DIJKSTRA > initializare
2 C+23,4,..n

3 S+1

4: for i+ 2tondo

5: DJi] + L[1,1]

6 end for

7 fori <+~ 3tondo © serepeta de n-2 ori instrctiunile urmatoare
8 v < varful din care C' minimizeaza D|v]

9: C + C \{v}
10: S+ Su{v}
11: for fiecare w € C' do
12: Diw] + min(D[w], D[v] + L{v, w))
13: end for
14: end for
15: return D

16: end function

Pentru graful din figura 6.4, pasii algoritmului Dijkstra sunt prezentati
in tabelul 6.1. Se observa ca D nu se schimba daca mai efectuam o iteratie
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6.2 Drumuri minime in grafuri

Pasul \ v \ C \ D ‘
Initializare | - | {2,3,4,5} | [50,30,100,10]
1 5 {2,3,4} [50,30,20,10]

2 4 {2,3} [40,30,20,10]
3 3 {2,3} [35,30,20,10]

Tabela 6.1: Descrierea algoritmului Dijkstra pentru graful din figura 6.4

pentru a-1 scoate si pe 2 din C. De aceea bucla greedy se repeta doar de

n — 2 ori.
['
<
10
)
J
10
I'

5

( 5 100

\'\
# 4 \".I P \ 3 '-.:l
\ / 50 \ /
\\__// S

Figura 6.4: Graf ponderat folosit pentru exemplificarea algoritmului Dijks-
tra

Proprietatea 1.
In algoritmul lui Dijkstra, daci un varf i:

1. este In S, atunci D[] d& lungimea celui mai scurt drum de la sursa
catre 1.

2. nu este In S, atunci D[i] d& lungimea celui mai scurt drum special de
la sursa catre ¢.

La terminarea algoritmului, toate varfurile grafului sunt in S. Din pro-
prietatea precedenta, rezulta ca algoritmul lui Dijkstra functioneaza corect.
Daca se doreste determinarea nu numai lungimea celor mai scurte drumuri,
dar si pe unde trec ele, este suficient si se adauge un tablou P[2..n], unde
P[v] contine numarul nodului care il precede pe v in cel mai scurt drum.
Pentru a gasi drumul complet, trebuie urmarit in P, varfurile prin care
trece acest drum de la destinatie la sursa. De asemenea, se pot folosi liste
inlantuite pentru a retine acest drum.
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6 Greedy

Modificarile care trebuiesc aduse algoritmului pentru a retine drumul
complet sunt:

1. initializeazd P[i] cu 1 pentru 2 <1i < n.

2. Continutul buclei for cea mai interioara se inlocuieste cu:
if D{w] > D[v] + L{v,w] then
Dw] + D[v] + L[v, w]
Plw] +wv

3. A doua instructiune for se va executa de n — 1 ori.

Calculul complexitatii algoritmului Dijkstra. Dijkstra modificat

Daca se aplica algoritmul Dijkstra asupra unui graf cu n varfuri si m mu-
chii pentru partea de initializare este necesar un timp O(n). Alegerea lui
v presupune parcurgerea tuturor varfurilor continute in C' la iteratia res-
pectiva, deci a n — 1,n — 2, ..., 2 varfuri, ceea ce duce la determinarea unei
complexititi a algoritmului de O(n?).

Pentru imbunatatirea acestui timp, graful va fi reprezentat sub forma
a n liste de adiacenta, care vor contine pentru fiecare varf lungimea mu-
chiilor care pleaca din el. Astfel se vor folosi doar nodurile adiacente cu v,
imbunatatind timpul primei bucle for. Pentru a reduce si timpul alocat
alegerii lui v din urmatoarea repetitiva, se vor memora toate varfurile v € C
intr-un min-heap in care fiecare element este de forma (v, D[v]), proprieta-
tea de min-heap facand referire la D[v](drumul de la sursd citre nodul v).
Astfel se obtine algoritmul Dijkstra modificat.

Analiza complexitatii acestui algoritm este urméatoarea:
o initializarea min-heapului necesitd un timp O(n)

o instructiunea C < C\{v} devine acum extragerea ridacinii din min-
heap si necesitd un timp O(log(n)), pentru ci presupune si refacerea
min-heapului.

o pentru cele n — 2 extrageri este nevoie de un timp O(n - log(n))

o pentru a testa dacd D[w] > D[v] + L[v,w] se determind efectuarea
a maxim m operatii. Daca testul este adevarat trebuie realizat un
percolate(filtrare in sus) cu w In min-heap, ceea ce presupune un nou
timp O(log(n)). Timpul total este astfel O(m - log(n)).

Aici min-heap este un heap cu proprietatea de ordonare inversata: pa-
rintele trebuie sa aiba o valoare mai mica sau egala cu cea a copiilor
sai. In concluzie, algoritmul Dijkstra modificat necesitd un timp total de
O(max(n,m) - log(n)).
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6.3 Arbori partiali de cost minim

Se presupune cd se doreste modernizarea unei retele de drumuri intre masi
multe locatii. Din cauza faptului cd bugetul este destul de scazut, se doreste
ca reteaua de drumuri sa fie minimd, dar sd existe o cale de acces intre
oricare doud locatii.

(a) Graf conex, neorientat,
ponderat

(c) Arbore partial pentru
graful dat

(b) Daci se elimind muchia
[v3,v4], graful rdmaéane
conex

b 1 r g Vs \'u_

|:; Vi |
o/

(d) Arbore partial de cost
minim pentru graful dat

Figura 6.5: Graf ponderat si trei subgrafuri ale sale

Realizand o paralela intre problema data si notiunea de graf, se ajunge
la concluzia ca, elimindnd anumite muchii dintr-un graf ponderat, conex,
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neorientat, se formeaza un subgraf in care toate nodurile sunt conectate,
iar suma muchiilor este minima.

Un arbore partial al grafului G este un graf conex, aciclic ce contine
toate nodurile din G. Un arbore partial de cost minim este un arbore
partial al grafului G in care suma ponderilor muchiilor este minima. Un
graf poate avea mai multi arbori partiali de cost minim. Arborii din figura
6.5c si 6.5d sunt arbori partiali, insa doar cel din figura 6.5d este minim.

Se cere astfel, determinarea unui arbore partial de cost minim A =
(V,F), alui G =(V,E), unde V este multimea varfurilor, iar E si F C E
sunt multimiile muchiilor, pentru graful G, respectiv A. Problema enuntata
poate fi rezolvata prin utilizarea unui algoritm de tip Greedy, cu forma
generala:

Algoritm 35 Forma generala a algoritmului Greedy pentru deteminarea
unui arbore partial de cost minim

o R
while solutia nu este completa do
selecteaza o muchie conform unei solutii optime locale
if adaugarea muchiei la F nu creeaza ciclu then
adauga muchia
end if
if A= (V,F) este un arbore partial then
solutia este completa
end if
end while

,_.
=

Acest algoritm determina solutia problemei bazindu-se pe ideea se-
lectarii unei muchii conform unei solutii optime locale, insa nu exista o
modalitate unica de determinare a acestui optim local, de aceea in conti-
nuare sunt prezentati doi algoritmi care determina optimul local in mod
diferit.

6.3.1 Algoritmul Kruskal

Modalitatea prin care acest algoritm determina arborele partial de cost
minim consta in selectarea muchie cu muchie alegdnd mai intai, muchia
de cost minim, iar apoi se repeta procedeul avand In vedere ca noua mu-
chie aleasd sa nu formeze cu precedentele un ciclu. Ideea de construire a
arborelui partial de cost minim, (V, A), este urmatoarea:

e se ordoneaza crescator muchiile grafului dat
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6.3 Arbori partiali de cost minim

Pasul Muchia considerata \ Componentele conexe ale subgrafului

Initiahzare {1}7{2}’{3}5{4}’{5}’{6}7{7}

1 {1,2} {1,2},{3},{4}.{5},{6},{7}

2 {2,3} {1,2,3},{4},{5},{6},{7}

3 {4,5} {1a273}’{4’5}’{6}»{7}

4 {6,7} {1,2,3},{4,5},{6,7}

5 (1,4} 1,2,3,4,51,(6,7)

6 {2,5} nu se alege, formeazd un ciclu
7 (4,7} (1,2,34,5.6,7}

Tabela 6.2: Determinarea arborelui partial de cost minim pentru graful 6.6a

e se completeaza multimea A, initial vida, cu muchii de cost minim care
nu formeaza ciclu in arborele construit pana la momentul respectiv

La fiecare pas se observa formarea unei paduri de componente conexe,
determinata din padurea anterioara si uniunea altor doua componente. Fie-
care componenta conexa este un arbore partial de cost minim pentru nodu-
rile pe care le conecteaza. La final se obtine o singurda componenta conexa
ce reprezinta arborele partial de cost minim. Astfel, pentru graful din fi-
gura 6.6a se obtine arborele partial de cost minim din figura 6.6b. Secventa
de adaugare a muchiilor este prezentata in tabelul 6.2.

(1)1 (>} 2 (3
N S B S
J
( 4 '-.73 (5 ) (6)
\ / - b 4
= =
\ /
(7 )
LT
-,

(a) Graf neorientat conex (b) Arbore partial de cost
minim
Figura 6.6: Graf neorientat conex si arborele partial de cost minim cores-
punzator

Pentru implementarea algoritmului Kruskal se vor analiza submultimile
formate din varfurile componentelor conexe. Se poate folosi o structura
de multimi disjuncte si printr-o serie de operatii descrise, in principal, de
procedurile find si merge se va construi arborele partial de cost minim.
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Se presupunem ca sunt N elemente, numerotate de la 1 la N, aces-
tea reprezentand indici ai unui sir, sirul contindnd obiecte ce desemneaza
elementele. Fie o partitie a acestor N elemente, formata din submultimi
disjuncte doua cate doua: Si,Ss,... . Se pune problema rezolvarii urma-
toarelor doua probleme:

1. Determinarea reuniunii a doud submultimi, S; |J S;;

2. Determinarea submultimii care contine un element dat;

Deoarece submultimile sunt doua cate doua disjuncte, putem alege ca eti-
cheta pentru o submultime, orice element al ei. Vom conveni ca elementul
minim sa fie eticheta multimii respective. Astfel, multimea 3,5,2,8 va fi
denumita multimea 2. Se va construi tabloul set[1..N], astfel incat fiecare
element set[i] va memora eticheta submultimii care contine elementul 4.
Atunci se verific proprietatea set[i] < i, pentru 1 < i < n. Initial, fiecare
element formeazd o submultime, adicd set[i] = i. Rezolvarea problemei
presupune folosirea algoritmilor:

Algoritm 36 Functia FIND, necesard in algoritmul Kruskal(38)

1: function FIND (z) > returneaza eticheta multimii care il contine pe x
2: return set[x]
3: end function

Algoritm 37 Procedura MERGE, necesara in algoritmul Kruskal(38)

1: procedure MERGE (a,b) > uneste multimile etichetate cu a si b
2: 14 a

3 j<b

4 if i > j then

5: interschimba i cu j
6 end if

7 for k + 1to N do

8 if set[k] = j then
9: setlk] =1

10: end if
11: end for

12: end procedure

In descrierea algoritmului Kruskal, graful va fi reprezentat printr-o lista
de muchii, fiecare avand asociat un cost, astfel incat acestea vor fi ordonate
dupa cost.
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Algoritm 38 Algoritmul Kruskal pentru determinarea arborelui partial de
cost minim

1:
2:

18:

function KRUSKAL (G =<V, M >)
> initializare
sorteaza M crescator in functie de cost
n < #V
A+ 0D > va contine muchiile arborelui partial de cost minim
initializeaza n multimi disjuncte, continand fiecare cate un element
din V
> bucla Greedy
repeat
u, v < muchia de cost minim care nu a fost analizata
ucomp <+ find(u)
veomp <+ find(v)
if ucomp # vcomp then
merge(ucomp, vcomp)

A+ AU (u,v)
end if
until #A=n -1
return A

end function

Calculul complexitatii algoritmului Kruskal

Pentru a calcula ordinul de timp al algoritmulului Kruskal, fie n numarul
de noduri si m numarul de muchii pentru graful dat. Inainte de a efectua
calculul efectiv, trebuie avute in vedere si urmatoarele aspecte:

1. Timpul de sortare al muchiilor. Daca se foloseste algoritmul heapsort,

pentru cel mai nefavorabil caz, se va obtine timpul O(m log m).

. Timpul din instructiunea repetitiva. Pentru cel mai nefavorabil caz
se obtine O(m?). Daci se vor eficientiza functiile Find si Merge se
poate atinge un timp de O(m log m)

. Timpul necesar initializarii multimilor este O(n). Considerand si aici,

cel mai nefavorabil caz , adica graful este complet (fiecare nod are n—1
(n—1)

vecini), atunci m = =5~ € O(n?).

Avand in vedere datele de mai sus se determina complexitatea algorit-

mului Kruskal de O(n? log n?) = O(n? 2log n) = O(n? log n)
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’ Pasul Muchia considerata \ Multimea U ‘
Initializare {1}

1 {2:1} {12}

2 (3.2} {1,2,3}

3 {41} {1,234}

1 (5,4} {12,345}

5 {74} (12,3457}
6 16,7} {1,23456,7}

Tabela 6.3: Determinarea arborelui partial de cost minim folosind algorit-
mul Prim, pentru graful 6.6a

6.3.2 Algoritmul Prim

Al doilea algoritm folosit pentru determinarea arborelui partial de cost
minim este algoritmul lui Prim (1957). In acest algoritm , la fiecare pas,
multimea A de muchii alese impreund cu multimea U de varfuri aferente
muchiilor din A, formeaza arborele partial de cost minim pentru subgraful
< u, A > al lui G. Initial multimea U contine un singur varf, oarecare, din
V (rédécina), iar multimea A este vidi. La fiecare pas se alege muchia de
cost minim care are o extremitate in multimea U. Astfel, arborele partial
se formeaza ramura cu ramura, pana cand U = V.

Modul de construire a arborelui este exemplificata in tabelul 6.3, pentru
graful din Figura 6.6a.

Algoritm 39 Descrierea generala a algoritmului lui Prim
function PrRIM (G =<V, M >)

1:

2 > initializare
3 A« > va contine muchiile arborelui partial de cost minim
4: U < un varf oarecare din V
5: while U # V do
6 giseste {u, v} de cost minim, astfel incdt u € V\U siv € U
7 A — AU{{u,v}}
8 U+ UU{u}
9 end while

10: return A

11: end function

Pentru a putea implementa mai simplu algoritmul lui Prim (vezi 40),
se considera urmatoarele:

o varfurile din V sunt numerotate de la 1 lan, V = {1,2,..,n}
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multimea U este initializata cu 1.

se defineste matricea costurilor C, unde C[i, j] = +00, dacid muchia
{4,j} nu exista.

se folosesc doud tablouri: pentru fiecare ¢ € V' \ U, vecin[i] contine
virful din U care este conectat la ¢ printr-o muchie de cost minim, si
mincost[i] va contine acel cost. Pentru ¢ € U, mincost[i] = —1.

elementele vecin[1] si mincost[1] nu se folosesc.

Algoritm 40 Algoritmului lui Prim

1:
2
3
4
5:
6.
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

function PrRiM (C[1..n,1..n])

A0

fori <+~ 2tondo
vecin[i] + 1
mincost[i] + Cl[i, 1]

end for

for n — 1 times do
min <— 400
for j + 2 ton do
if 0 < mincost[j] < min then
min < mincost|j]
k<« j
end if
end for
A — AU{{k, vecin[k]}}]
mincost[k] < —1

for j « 2 ton do
if Clk,j] < mincost[j] then
mincost[j] < C[k, j]
vecin[j] «+ k
end if
end for
end for
return A

28: end function

> initializare, numai varful 1 se afld in U

> bucla Greedy

> adauga varful k la U

Lema 1. Fie G = (V,E) un graf conex, ponderat, neorientat. Fie F
o submultime promitdtoare a lui E. Acesta inseamnd cd lui F i pot fi
addugate muchii astfel incdt sd se obtind un arbore partial de cost minim.
Fie Y o multime de noduri conectate prin muchiile din F'. Dacd e este o
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muchie de cost minim ce conecteazd un nod din'Y cu unul din V\Y', atunci
FU{e} este promitdtoare.

Demonstratie. Daca F' este promitatoare, atunci trebuie sa existe un set
de muchii F’ astfel ca FF C F’ si (V,F’) sa fie un arbore de cost minim.
Daca e € F' atunci F|J{e} C F’, ceea ce inseamnd cid si F'(J{e} este
promitatoare. Altfel, pentru cd (V) F’) este arbore de cost minim, F' | J{e}
trebuie sa contind exact un ciclu, iar e si faca parte din el ( vezi figura
6.7). Ciclul simplu este {v1;v2;v3;v4}. Se observd cd existd o muchie e’
care conecteazd un nod din Y cu un nod din V'\ Y. Dac4 se sterge aceasta
muchie, atunci va disparea si ciclul, obtindndu-se astfel un arbore partial
de cost minim. Deoarece e este o muchie de cost minim ce conecteaza un
nod din Y cu un nod din V'\ 'Y, atunci costul ei trebuie si fie mai mic sau
egal cu cel al lui ¢/. Rezultd cd F'|J{e} — {€'} este un arbore partial de
cost minim. Acum F | J{e} C F'|J{e} — {e} pentru ca e’ nu poate fi in F.
Rezultd cd F|J{e} este promitdtoare. O

Figura 6.7: Graf ce ilustreaza demeonstratia pentru Lema 1. Muchiile din
F’ sunt verzi.

Teorema 1. Algoritmul lui Prim produce intotdeauna un arbore partial de
cost minim.

Demonstratie. Se va folosi metoda inductiei pentru a demonstra cad multimea
F' este promitatoare dupa fiecare pas din while(vezi algoritmul 39 ).

Primul pas: multimea ) este promitatoare.
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6.3 Arbori partiali de cost minim

Presupunem ci, dupa o iteratie a buclei while, multimea F' = A este
promitatoare.

Se arata ca addaugarea unei muchii de cost minim, e, produce o multime
promitéatoare, fapt demonstrat in Lema 1, ceea ce completeaza inductia. [

Lema 2. Fie G = (V, E) un graf conex, ponderat, neorientat. Fie F' o
multime promitdtoare a lui E si e o muchie de cost minim din E'\ F, astfel
tncat F\J{e} nu are cicluri simple. Atunci F|J{e} este promitatoare.

Demonstratie. Demonstratia este asemanatoare cu cea a Lemei 1. Deoarece
F este promititoare trebuie si existe o multime F’ astfel incat F C F’
si (V,F’) si fie un arbore partial de cost minim. Daca e € F’, atunci
FU{e} C F’, ceea ce inseamna c& F' | J{e} este promitatoare, demonstratia
fiind incheiata.

Continuarea demonstratiei este la fel ca la Lema 1. O

Teorema 2. Algoritmul lui Kruskal produce un arbore partial de cost mi-
nim. Demonstratia se face prin inductie si se bazeazd pe Lema 2.

Algoritmul lui Prim sau Algoritmul lui Kruskal?

Se poate observa ca in implementarea algoritmului lui Prim existd doua
bucle imbricate, fiecare producdnd n-1 iteratii. Astfel, pentru cazul in care
graful are n muchii, se obtine un ordin de timp :

O(n) =2(n —1)(n —1) = O(n?)

Algoritmul lui Kruskal este de ordin O(n? log n).

Daca m reprezinta numarul de muchii ale unui graf conex, atunci ur-
matoarea relatie este adevarata:

n—1<m< n(n271)

Pentru un graf al carui numar de muchii se apropie de n — 1, algoritmul
lui Kruskal este in O(n log n), ceea ce Inseamna ca este mai rapid. Totusi,
daca numarul de muchii tinde spre limita superioara, atunci algoritmul lui
Prim este mai eficient.
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6 Greedy

6.4 Coduri HUFFMAN

Algoritmul lui Huffman (David Albert Huffman, 1953) este folosit pentru
a obtine o codificare binara a unui text. Aceastd strategie este folosita
cu succes pentru codificarea datelor din fisiere, in compresii de date, etc.
Algoritmul Tmbina strategia Greedy cu arborii binari cu lungime externa
ponderata minima.

Cea mai cunoscutd modalitate de codificare a unui text (codul Morse)
este data de urmatorul principiu:

e se masoara frecventa de aparitie a caracterelor din text;
e celor mai frecvente caractere le sunt atribuite cele mai scurte coduri;

e celor mai putin frecvente caractere le sunt atribuite cele mai lungi
coduri;

In continuare este prezentat att principiul de functionare a codificirii
bazate pe algoritmul Huffman, cat si implementarea algoritmului folosind
strategia Greedy.

Se presupune ca se doreste codificarea in binar pentru datele dintr-un
fisier. Astfel, fiecare caracter este reprezentat de un sir binar unic, numit
cuvint codificat. Un cod binar de lungime fixa, pe un anumit numar de biti,
reprezinta un singur caracter. De exemplu, daca se doreste codificarea unui
text format din caracterele {a,b,c}, pentru codificarea fiecirui caracter, se
pot folosi cate 2 biti :

a : 00 b: 01 c: 11
De exemplu, daca continutul fisierului este:
ababcbbbe
se obtine urmatoarea codificare:
000100011101010111

O codificare mai eficienta se obtine daca se utilizeaza un cod cu lungime
variabild. Pentru acesta caracterele sunt reprezentate pe diferite numere de
biti. Folosind exemplul de mai sus si ludnd in calcul principiul de codificare
prezentat la Inceput,se stabilesc urmatoarele:

o se defineste pentru b codificarea 0 — b apare cel mai frecvent in text;
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6.4 Coduri HUFFMAN

e pentru a, se foloseste 10 — a nu mai poate fi definit ca 00, deoarece
ar aparea confuzia de un singur a sau doua caractere succesive de b,
totodata nu poate fi codificat nici cu 01, deoarece nu se poate decide
asupra unui b sau un inceput de a;

e pentru ¢, ramane codificarea 11;

Date fiind acestea, pentru exemplul dat, se obtine urmatorul cod:
1001001100011

Se observa ca numarul de biti pe care este reprezentat textul initial este 18,
apoi In cea de-a doua codificare este doar 13.

Coduri prefixate

Un tip de codificare folosind coduri cu lungime variabild este data de codul
prefizat. Acesta impune ca niciun cod fixat pentru un anumit caracter, sa
nu reprezinte Inceputul unui alt cod. De exemplu, daca pentru un anumit
caracter s-a folosit codul 01, atunci pentru un alt caracter nu se poate folosi
011. Codul de 13 biti obtinut pentru exemplul de mai sus respecta acesta
regula.

Fiecare cod prefixat poate fi reprezentat de un arbore binar, ale carui
frunze reprezinta caracterele ce se codificd. Arborele binar corespunzator
codului exemplificat mai sus este reprezentat in figura 6.8.

Figura 6.8: Arbore binar corespunzator codului a:10, b:0, c:11.
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6 Greedy

| Caracter | Frecventd | Cod fix(C1) | Cod variabil(C2) | Cod Huffman |

a 16 000 10 00
b 5 001 11110 1110
c 12 010 1110 110
d 17 011 110 01
e 10 100 11111 1111
f 25 101 0 10

Tabela 6.4: Codificarea carecterelor {a,b,c,d,e,f} folosind diferite tipuri de
coduri

Pentru a observa diferentele dintre tipurile de codificiri (coduri fixe,
variabile si Huffman) se dd urmatorul exemplu: Fie multimea de caractere
{a,b,c,d,e,f}. Avand in vedere ci fiecare caracter are o anumitd frecventa
de aparitie, se obtin codificarile indicate in tabelul 6.4.

Calculdand numarul de biti pentru fiecare din cele 3 coduri se obtin
urmatoarele:

Biti(C1) =16-3+5-34+12-3+17-3+10-3+25-3 =255

Biti(C2) =16-2+5-5+12-44+17-34+10-5+25-1 =231

Biti(Cyuffman) =16-2+5-4+12-3+17-2+10-4425-2 = 212

Se observa ca pentru primul cod se obtine o codificare pe 255 biti, pentru
cel de-al doilea cod codificarea obtinuta este de 231 biti, iar pentru codul
Huffman se obtin doar 212 biti. Arborii binari corespunzatori codificarilor
C2 si C3 sunt reprezentati in figura 6.9.

Fiind dat un arbore binar A,corespunzator unei codificari, se poate
deduce o formula de determinare a numarului de biti necesari reprezentarii
in cod binar a unui text:

biti(A) = Y1, frecventi(v;) - adancime(v;)
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6.4 Coduri HUFFMAN

(b) Arbore binar pentru codul Hu-
ffman
(a) Arbore binar pentru codul C2

Figura 6.9: Reprezentarea codificarilor folosind arbori binari
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Algoritmul de codificare Huffman

Implementarea codificarii Huffman consta in construirea unui arbore A co-
respunzator codului dat. Constructia arborelui porneste de la o multime
|C| de noduri pentru care se vor efectua |C| — 1 operatii ce vor conduce
la obtinerea arborelui final [7]. Fiecare nod din multime ¢ € C reprezinta
un caracter cu o frecventd f(c), care trebuie codificat. Codificarea unui
caracter este reprezentata de secventa de etichete de pe muchii, parcursa
de la radacina la litera. Se foloseste o coada de prioritati ), construita
pe f pentru a determina caracterele cel mai putin frecvente pentru a le
compune. Rezultatul compunerii este un nou obiect pentru care frecventa
reprezintd suma frecventelor celor doud caractere care il compun. () este
implementata ca un arbore heap.

Algoritm 41 Algoritmului Huffman

1: function HUFFMAN (C)

2 n + |C|

3 Q+C

4 fori <+ 1ton-1do

5: 2+ ALLOCATE NODE()

6 x < left[z] < EXTRACT MIN(Q)
7 y  right[z] «+ EXTRACT MIN(Q)
8 flz] < fla] + fly]

9 INSERT(Q,z2)

10: end for

11: return EXTRACT _MIN(Q)

12: end function

Se d& un text In care se gisesc caracterele {a,b,c,d,e,f} cu urmitoarele
frecvente 45,13,12,16,9,5. Pentru construirea arborelui binar, algoritmul 41
descrie urmatoarele:

e deoarece sunt 6 litere, marimea initiald a cozii @ si a multimii C' va

fi 6;
o sunt necesari 5 pasi de combinare a frecventelor;

« se vor extrage din heapul @), nodurile z si y, cu cele mai mici frecvente.
Se va compune nodul z, a cirui frecventd va fi de f(z) + f(y), si va
avea pe x copil stang si pe y copil drept;

e la final, nodul returnat este nodul cu cea mai mare frecventa, iar
acesta va reprezenta radacina arborelui;

Pasii algoritmului Huffman pentru exemplu de mai sus sunt reprezentati
in figura 6.10 conform [7].

90



6.4 Coduri HUFFMAN

e ] oo ][t [ | [ | [
(a)
(b o [aias | ° [as | (w5 |
0 1 0 1 0 1
£ 5 &9 ‘ f:5 I ‘ e:9 I ‘c:12 | ‘b:lH I

Figura 6.10: Pasii algoritmului Huffman pentru exemplul dat, conform [7]

Calculul ordinului de timp

Avand in vedere datele de mai sus, initializarea cozii @) se poate realiza, cu
un algoritm eficient, in timp de O(n). Instructiunea repetitivd se executa
de n —1 ori, dar o parcurgere a for-ului (operatiile 5-9) necesitd un timp de
O(log(n)), deoarece inserarea/extragerea in/din heap sunt in ordin logarit-
mic. Timpul total de executie al algoritmului 41 este de O(n - log(n)).
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6 Greedy

6.5 Concluzii si observatii finale

Algoritmii Greedy ofera o solutie eleganta si eficienta pentru o gama larga
de probleme de optimizare, in special atunci cand pot fi identificate reguli
locale optime care conduc la solutii globale optime. Desi nu toate pro-
blemele permit o abordare Greedy, atunci cdnd acest lucru este posibil,
algoritmii Greedy sunt adesea mai rapizi si mai simpli decat alte metode,
cum ar fi programarea dinamica sau backtracking-ul.

Caracteristici ale algoritmilor Greedy

Alegerea pas cu pas a unei solutii partiale care pare cea mai buni la
momentul respectiv.

Nu reconsidera alegerile anterioare (fara backtracking).

Pot duce la solutii optime doar in probleme cu anumite proprietati
(cum ar fi proprietatea de substructurd optima si regula Greedy).

Timp de executie, de regula, eficient: sortare + selectie locald =
complezitate scazutd.

Rezumatul problemelor tratate
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Programarea spectacolelor (Interval Scheduling): selectarea
intervalelor neconflictuale, maximizand numarul total. Strategia co-
recta: alegerea intervalului cu cel mai timpuriu sfarsit.

Drumuri minime (Dijkstra): determinarea drumurilor cele mai
scurte de la o sursa intr-un graf cu ponderi pozitive. Greedy prin
alegerea nodului cel mai apropiat nevizitat la fiecare pas.

Arbori partiali de cost minim (Kruskal si Prim): doud strategii
Greedy distincte pentru construirea unui arbore de acoperire minima.
Kruskal lucreaza global cu muchii sortate, Prim lucreaza incremental
pe noduri.

Codificare Huffman: constructia unui arbore binar de codificare
optima pe baza frecventelor simbolurilor. Greedy prin combinarea
repetata a celor mai rare simboluri.



6.5 Concluzii si observatii finale

Cand folosim algoritmi Greedy?

Un algoritm Greedy este potrivit atunci cand:

o problema are substructura optima (solutia optima contine solutii
optime pentru subprobleme);

e regula Greedy este valida: alegerea locala optima garanteaza o
solutie globala optima;

o existd o justificare (matematicd sau empiricd) pentru corectitudinea
strategiei alese.
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7 Divide et impera

Divide et Impera este o tehnica de programare, care presupune ca problema
sa fie Tmpartita in mai multe subprobleme. Fiecare subproblema va avea
o rezolvare individuala, de obicei recursiva, urméand ca, pentru rezultatul
final, sa se combine solutiile partiale obtinute.

Se da un algoritm A cu timp patratic. Fie ¢ o constanta, astfel incat
timpul pentru a rezolva un caz de mirime n este ta(n) < cn® Se pre-
supune ca este posibil sa se rezolve un astfel de caz prin descompunerea
in trei subcazuri, fiecare de méarime n\2. Fie d o constantd, astfel incat
timpul necesar pentru descompunere si recompunere si fie t(n) < dn. Folo-
sind vechiul algoritm si ideea de descompunere-recompunere a subcazurilor,
obtinem un nou algoritm B pentru care:

tp(n) =3ta(%) +t(n) < 3c(ZE)? +dn=3n? + (3 +d)n+ 3¢

Daca n este suficient de mare, termenul %cn2 domina ceilalti termeni
atunci, ceea ce inseamna ca algoritmul B este cel putin cu 25% mai rapid
decét algoritmul A. Totusi, ordinul de timp al lui B este patratic.

Se poate continua, recursiv, acest procedeu, impartind fiecare subcaz in
alte subsubcazuri s.a.m.d. Pentru subcazurile care nu sunt mai mari decat
un prag ng, se va folosi tot algoritmul A. Se obtine astfel, un alt algoritm
C pentru care ordinul de timp este:

ta(n) , pentru n < ng
tc(n) =
c(n) 3750(%) , pentru n > ng

Se poate calcula ci tc(n) este in ordinul de timp n!93, adicd un timp
mai bun decat cel patratic.

O implementare generala a problemei Divide et Impera este prezentata
in algoritmul 42:

Unde adHoc(x) este subalgoritmul de baza folosit pentru rezolvarea
subcazurilor problemei in cauza (in exemplul dat, acesta a fost A).

Un algoritm Divide et impera trebuie sa evite descompunerea recur-
siva a subcazurilor “suficient de mici”, deoarece, pentru acestea, este mai
eficienta aplicarea directa a subalgoritmului de baza. Avand in vedere ca
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Algoritm 42 Algoritmul general pentru metoda DIVIDE ET IMPERA

: function DIVIMP(X)

> returneaza o solutie pentru cazul x
if x este destul de mic then
return adHoc(x)
end if
> descompune x in subcazurile x1, zo, ..., Tg
fori <+ 1tokdo
y; < DIVIMP(z;)
end for
> recompune yi, 4o, ..., Yx in scopul obtinerii solutiei pentru x
11: return y
12: end function

=
=

“suficient de mic” nu este clar, se poate observa ca in exemplul precedent,
cu toate ca valoarea lui ng nu influenta ordinul de timp, este influentata
insi constanta multiplicativd a lui n'9%, cea care poate avea un rol con-
siderabil in eficienta totald a algoritmului. Nu existd o metoda teoretica
generald care sa poata fi aplicata pentru aceasta, pragul optim depinzand
nu numai de algoritmul 1n cauza, dar si de particularitatea implementarii.
Considerand o implementare data, pragul optim poate fi determinat empi-
ric, prin masurarea timpului de executie pentru diferite valori ale lui ng si
cazuri de marimi diferite.

Revenind la exemplul initial (algoritmul A), pragul optim se poate de-
termina rezolvand ecuatia:

ta(n) =3ta(y) +t(n)

Empiric se gaseste nyg = 67, adica valoarea pentru care nu mai are im-
portantd daca aplicam algoritmul A direct, sau continuam descompunerea.
Observam ca metoda este prin definitie recursiva. Uneori se recomanda ca
recursivitatea sa fie inlocuita de un ciclu iterativ, deoarece se economiseste
memorie, si se poate evita problema de stack overflow, care apare in cazul
recursivitatii.
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7 Divide et impera
7.1 Cautarea binara

Cautarea binara (BinSearch) reprezinta un exemplu relevant pentru evidentierea
rapida, clara si simpla a metodei Divide et impera. Fiind data o valoare

x, se cere sa se determine pozitia pe care aceasta se afla intr-un gir .S, sau

sa se afigseze valoarea -1, daca nu exista in gir. Se compara = cu elementul
aflat la mijlocul sirului. In cazul in care pozitia nu este determinats, in
functie de raspunsul primit se reia cdutarea fie In prima juméatate a sirului
dat, fie in cea de-a doua. Astfel, se reduce numarul comparatiilor efectuate
impartind girul in mai multe subsiruri. Aceasta abordare este descrisa in
algoritmul 43.

Algoritm 43 Algoritmul de Cautare Binara

1: function BINSEARCH(S,X)

2 low +1

3 heigh < length[S|

4: location < —1

5: while low<high AND location = —1 do
6 mid < (low + heigh)\2

7 if x = S[mid] then location < mid
8

9

else

if z < S[mid] then
10: heigh < mid — 1
11: else
12: low < mid + 1
13: end if
14: end if
15: end while
16: return location

17: end function

Se observa ca algoritmul prezentat nu este un algoritm recursiv, asa
cum specifica algoritmul general 42. S-a ales aceasta variantd pentru a se
reduce costul de memorie. Varianta recursiva este descrisa de algoritmul
44.

Pentru a demonstra eficienta algoritmului 43 de cautare binara, si im-
plicit a metodei Divide et Impera folosita, se considera un sir ordonat de
32 de elemente si o valoare = care nu se afla in sir. Algoritmul de cautare
secventiald ( unde se compard valoarea lui x cu fiecare element al sirului)
va realiza 32 de comparatii, sau n comparatii intr-un caz general. Pe cand,
daca se va utiliza algoritmul de Cautare Binara se vor efectua doar 5+ 1
comparatii. Se remarca faptul ca 6 = log232 + 1, astfel In cazul general se
obtine logan + 1.
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7.2 Quick Sort

Algoritm 44 Algoritmul de Cautare Binara Recursiv

1: function BINSEARCHREC(S,X,LOW,HEIGH )

2 if low < high then

3 mid < (low + high)\2

4 if = S[mid] then

5: return mid

6 else

7 if x < S[mid] then

8 BinSearchRec(S, x,low, mid — 1)
9: else

10: BinSearchRec(S, x,mid + 1, high)
11: end if

12: end if

13: else

14: return —1

15: end if

16: end function

Elemente din sir | Cautarea Secventiald | Cautarea Binara
128 128 8
1024 1024 11
1048576 1048576 21
4294967296 4294967296 33

Tabela 7.1: Diferenta dintre algoritmul de Cautare Secventiala si cel de
Cautare Binara

Tabelul 7.1, de mai jos prezinta numarul de comparatii efectuate in
cautarea secventiala si cea binara pentru diverse siruri de diverse lungimi.

7.2 Quick Sort

Quicksort este un algoritm de sortare al carui ordin de timp, pentru cel
mai nefavorabil caz este de O(n?), dacd se cere sortarea unui sir de n
valori [7]. In ciuda acestui fapt, acest algoritm este folosit ca best practice
pentru sortarea unei structuri de date, deoarece este eficient in cazul mediu.
Timpul sdu mediu este de O(nlog(n)).De asemenea, constantele din ordinul
de timp sunt relativ mici.

Alt avantaj este faptul ca foloseste sortarea in place. Acest lucru in-
seamna ca sortarea nu foloseste un alt sir auxiliar. Astfel, memoria virtuala
este economisita.
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7 Divide et impera

7.2.1 Descrierea algoritmului

S& presupunem cd un subsir de  — p + 1 elemente, A[p..r] trebuie sortat.
Rezolvarea propusa de acest algoritm, folosind metoda Divide et impera
este:

o Divide: sirul Alp..r] este partitionat (rearanjat) in dou& subsirului

nevide, A[p..q] si A[qg + 1..r], astfel ca fiecare element din A[p..q] s&
fie mai mic sau egal ca oricare element din A[g+ 1..r]. Indexul g este
calculat conform procedurii de partitionare de mai jos.

Cucereste: cele doud subsiruri A[p..q] si Alg+ 1..r] sunt sortate prin
apeluri recursive ale aceleiasi proceduri de quicksort.

Combind: din moment ce subsirurile sunt sortate in acelasi sir, nu mai
trebuie sd le combindm, sirul este sortat A[p..r] si reprezinta solutia.

Procedura de implementare a metodei de sortare Quicksort este pre-

zentata in algoritmul 45, descris mai jos:

Algoritm 45 Algoritmul QUICKSORT

1:
2
3:
4:
5
6
T

function QUICKSORT(A, p, R)

if p < r then
q+ PARTITION(A,p,r)
QUICKSORT(A,p,q)
QUICKSORT(A,q+1,71)
end if

end function

Daca se doreste sortarea sirului intreg, primul apel se va face cu para-

metrii QUICKSORT (A, 1,length[A]).

Algoritmul va determina in repetitii succesive obtinerea a doua subsiruri

cu elementele celui din stdnga mai mici decit cele apartinand celui din
dreapta. Procedura PARTITION determina acest lucru astfel:
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o Se selecteazd un element x = A[p| din sirul Alp..r] ca element pivot

pentru a sorta acest sir.

o Se vor dezvolta doud regiuni A[p..i] si A[j..r] de la inceputul sirului,

respectiv de la sfarsit, astfel ci fiecare element din A[p..i] va fi mai
mic sau egal cu orice element din A[j..r] sau cu x, reprezentantul lui
Alj..r] deoarece fiecare element din acest subsir este mai mare sau
egal cu x.

e Initial i =p —1si j =r 4+ 1, astfel cd cele doua subsiruri sunt initial

vide.



7.2 Quick Sort

Algoritm 46 Functia PARTITION

1: function PARTITION(A, P, R)
2: x < Alp]

3 1+—p—1

4: j—r+1

5: while TRUE do

6 repeat

7 j—j3—-1

8 until Afj] <=z

9: repeat
10: ti+1
11: until Afi] > x
12: if i < j then
13: interschimba Ali] cu A[j)
14: else
15: return j
16: end if
17: end while

18: end function

« In cadrul corpului lui while, indexul j este decrementat si indexul lui
i este incrementat, pand cand A[i] > z > A[j].

o Presupunind ci aceste inegalititi sunt stricte, A[i] este prea mare
ca el si se afle in partea de jos a sirului, iar A[j] este prea mic ca
el sa se afle in partea superioara sirului. De aceea, se efectueaza
interschimbarea intre A[i] si A[j].

e Instructiunile lui while se repeta pana cand ¢ > j, moment in care
sigur sirul A[p..r]a fost partitionat in dou& subsiruri A[p..q] si Alg +
1.r] cu p < g < r, astfel ca nici un element din A[p..q] s& nu fie mai
mare decét oricare element din A[g + 1..7]

Ordinul de timp al acestei proceduri este O(n), unde n =r —p + 1.

Modalitatea de functionare a procedurii Partion pe un sir simplu este
prezentata in figura 7.1, de mai jos.
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7 Divide et impera

Alp..r] Alp..r]
j i j
(a) (b)
3] [5]7] 13[3]2] [5[7]
i j i J
(c) (d)
Alp..q] Alg+1..r]
3/3/2]|1]4a]6]5]7
joi
(e)

Figura 7.1: Exemplificarea procedurii Partion

Descrierea modificarilor aduse de procedura Partion pentru sirul din

figura 7.1:

e Elementele deschise la culoare au fost plasate in locatiile corecte, iar

elementele Inchise la culoare nu sunt incd pe pozitia lor finald (in
etapa aceasta).

e Figura 7.1a reprezinta sirul initial, valorile lui ¢ si j fiind chiar capetele

exterioare ale sirului. Pivotul va fi x = A[p] = 5.

o Dupa prima iteratie a buclei While se obtin noile pozitii ale lui i si j

(figura 7.1b ).

e Figura 7.1c reprezinta rezultatul interschimbarii intre elementele de

pe pozitiile ¢ si j.

o Dupa o noua iteratie a buclei while se obtin valorile lui 7 si j din

figura 7.1d.

o Urmatoarea iteratie a buclei while determina rezultatele din figura

7.1e, astfel procedura se Incheie deoarece i < j si se returneaza valoa-
rea q = j.

e In acest moment elementele de la stanga lui j, inclusiv, sunt mai mici
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sau egale cu x = 5, iar cele de la dreapta sunt mai mari sau egale cu
z =5.



7.2 Quick Sort
7.2.2 Analiza complexitatii algoritmului

Timpul de rulare al acestui algoritm depinde de partitionare: daca este
sau nu realizatd Intr-un mod echilibrat. Aceasta inseamnéa cd elementele
din stanga sunt aproximativ egale cu cele din dreapta. Daca partitionarea
este una echilibrata, algoritmul are timp de rulare O(n) = nlog(n), in caz
contrar, ordinul de timp fiind unul patratic.

Cel mai nefavorabil caz

Cel mai nefavorabil caz apare atunci cand, In urma partitionarii se obtine
o regiune cu n — 1 elemente si o alta cu 1 element. Se presupune ca acest
mod de partitionare poate apirea la fiecare pas din algoritm (adica la fiecare
apel recursiv al procedurii QUICKSORT ). Avand in vedere c& partitionarea
are un timp liniar O(n) si T(1) = O(1) se obtine urmétoarea formuld de
recurenta pentru timpul total:

T(n)=T(n—1)+ O(n)

Pornind de la relatia de mai sus, pentru calculul odinului de timp se obtin
urmatoarele relatii:

T(n)=T(n—1)+ O(n)

T(n)=T(n—-2)+0(n—1)+0(n)

In figura 7.2 de mai jos, este prezentat arborele de recursivitate obtinut
pentru calculul ordinului de timp al algoritmului QUICKSORT , pentru cel
mai nefavorabil caz.
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7 Divide et impera

Figura 7.2: Arborele de recursivitate pentru QUICKSORT, cel mai nefavo-
rabil caz

Cel mai favorabil caz

Dacéa procedura de partitionare ar produce doud subsiruri de marime n/2,
atunci algoritmul ar avea un timp de executie mult mai scurt. Recurenta
este datd de T(n) = 2T(%) 4+ O(n), ce are ca solutie T(n) = nlogn. In
figura 7.3 este prezentat arborele de recursivitate pentru acest caz.

B O —— s

@ ®»® @ .

Figura 7.3: Arborele de recursivitate pentru QUICKSORT, cel mai favora-
bil caz
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7.3 Teorema Master

Cazul mediu

Daca celelalte doua cazuri studiau situatiile extreme, cel mai probabil o
rezolvare QUICKSORT se afld in situatia cazului mediu. Sa presupunem
cd, de exemplu, PARTITION produce o repartizare de 90% elemente intr-o
parte, 10% in cealaltd, dintr-un total de 100% elemente. Se obtine astfel,
urméitoarea relatie de recurentd, unde O(n) a fost inlocuit de n.

T(n)=TE2) +T(L) +n

Fiecare nivel de recurenta are un cost total de n, pana cand conditia
limitd este indeplinitd pentru o adancime de logign = O(log(n)). Astfel,
costul total este O(nlg(n)). Desi impéartirea de 9 la 1 parea complet deze-
chilibrata, se poate constata ca algoritmul este tot in timp nlogn doar ca
baza difera, insa aceasta nu este o modificare semnificativa.

Arborele de recursivitate pentru acest caz este prezentat in figura 7.4.

Y .
Too" —--- = oon
log,gn / N >
’ p \ 81 )
9 oo > n
o5 100
logosn h i E " / \

[E— > Zn

Ofnign)

Figura 7.4: Arborele de recursivitate pentru QUICKSORT, cazul mediu

7.3 Teorema Master

Teorema Master oferd o metoda rapida si eficienta pentru analiza complexitatii
algoritmilor recursivi descrisi printr-o relatie de recurenta de forma:

T(n) =aT (%) + f(n)

unde a > 1, b > 1 si f(n) este o functie pozitiva.
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7 Divide et impera

7.3.1 Formularea Teoremei Master

Teorema Master afirma ca:

O(nlogb a), daca f(n) — O(nlOgb afe)’ €e>0
T(n) = { O(n°® @logn), daci f(n) = O(no% )
O(f(n)), daci f(n) = Q(nl°s 9+¢) pentru un € > 0 si dacd af (2) < c

7.3.2 Interpretarea cazurilor

Teorema Master are trei cazuri distincte:

e Cazul 1 (Dominanta apelurilor recursive): Costul principal pro-
vine din apelurile recursive, iar costul suplimentar este neglijabil.

o Cazul 2 (Echilibru): Costul apelurilor recursive este comparabil cu
cel al divizarii si recombinarii.

o Cazul 3 (Dominanta costului suplimentar): Costul divizarii si
recombinarii domina costul apelurilor recursive.

In ultima sectiune vom insista asupra acestei teoreme prin demonstratia
complexitatii pentru algoritmii prezentati ulterior.

7.4 Algoritmi suplimentari Divide et Impera

Divide et Impera are o serie de aplicatii precum optimizari de sortari, mul-
tiplicari, calcul matematic, etc. In cele ce urmeaza vom studia cateva astfel
de metode.

7.4.1 Sortarea prin interclasare (Merge Sort)

Sortarea prin interclasare urmeaza principiul Divide et Impera astfel:
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7.4 Algoritmi suplimentari Divide et Impera

Algoritm 47 Algoritmul MergeSort

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22: end function

: function MERGESORT(A, p, 1)

if p < r then
g (p+7)/2]
MERGESORT(A, p, q)
MERGESORT(A, ¢+ 1, 1)
MERGE(A, p, g, r)

end if

: end function
: function MERGE(A, p, q, 1)

Creeazd sirurile auxiliare L[p..q] si R[g + 1..r]
Copiaza elementele din A in L si R
i1, 1, k+<p
while ¢ < |L| and j < |R| do
if L[i] < R[j] then
Alk] « L[i], i + i+ 1
else
Alkl < R[jl,j+j+1
end if
k< k+1
end while
Copiaza elementele ramase din L sau R in A

Exemplu: Sortarea sirului A = [5,2,4,7,1,3,2,6]

Pas initial: [5,2,4,7,1,3,2,6]
Dupa divizare si sortare: [1,2,2,3,4,5,6,7]
Continuarea divizarii in subsiruri:

[5,2,4,7 = [5,2]|[4,7); [1,3,2,6] = [1,3]|[2, 6]

Divizare pana la subsiruri de lungime 1:
BII21 [T [I3] [2]1[6]

Sortare prin interclasare (pas recursiv de combinare):

[2,5],[4,7],[1,3],[2, 6]

Interclasarea subsirurilor sortate:

(2,4,5,7); [1,2,3,6]

Rezultatul final:
[1, 2,2,3,4,5,6, 7}
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7 Divide et impera

7.4.2 Multiplicarea rapida Karatsuba

Algoritmul Karatsuba reduce complexitatea multiplicarii numerelor mari:

Algoritm 48 Algoritmul Karatsuba

1: function KARATSUBA(z, y)

2 if || =1 sau |y| =1 then

3 return z -y

4: end if

5: n < maz(|z|,|y]), m < |n/2]

6 Imparte = in 2,z si y in yu,yr
7 a + Karatsuba(zm, ym)

8 b + Karatsuba(zr, yr)

9: ¢ <+ Karatsuba(xy +xp,yg +yr) —a—b
10: return a - 102™ +¢-10™ + b

11: end function

Descrierea matematica:

Fie doud numere z si y, fiecare avand n cifre in baza B. Aceste numere
pot fi scrise astfel:

r=x1B" +wx9, y=y1B"+ 1o

n

unde m este aproximativ 5.

Produsul celor doua numere devine:
xy = (1 B™ 4+ 20)(y1 B™ + yo) = 29B*™ + 21 B™ + 2
unde:
2y = T1Y1, 20 = ToYo, 21 = (T1Yo + Toy1)

Aceasta formuld necesitd aparent 4 nmultiri separate. Karatsuba a
observat insa ca termenul z; poate fi exprimat astfel Incat sa necesite doar
trei multiplicari in total:

21 = (21 4+ 0)(y1 + yo) — 22 — 20

Astfel, numarul total de multiplicari se reduce la trei: x1y1, Toyo Si
(z1+ 20) (Y1 + Yo)-

Exemplu numeric:

Fie numerele x = 12345 si y = 6789. Alegem B = 10 si m = 3:
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7.5 Calculul complexitatii folosind teorema Master

x=12-10% + 345
y=6-10% + 789

Calculam valorile intermediare:

Zo =21Y1 = 12X 6 =72

2o = XoYo = 345 x 789 = 272205

z1 = (z1 4+ 0)(y1 +v0) — 22 — 20
= (12 + 345)(6 + 789) — 72 — 272205
=357 x 795 — 72 — 272205
= 283815 — 72 — 272205 = 11538

Rezultatul final este:

Yy = 29 - 10 + 2, - 10% 4+ 29 = 72 - 10° + 11538 - 10% + 272205 = 83810205

7.5 Calculul complexitatii folosind teorema

Master

In continuare vom prezenta cateva exemple de recurenta calculata folosind

teorema Master.

7.5.1 Complexitatea Merge Sort

Merge Sort are recurenta:

T(n) =27 (5) +0(n)

Parametrii:
a=2,b=2, f(n)=0(n)

Calculam exponentul critic:

logya =1log,2=1

Observim ci f(n) = O(n!°8 %), deci se incadreaza in cazul 2:

T(n) = ©(n'°& *logn) = O(nlogn)
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7.5.2 Exemplu: Multiplicarea Karatsuba

Algoritmul Karatsuba are recurenta:

T(n) =37 (3 ) +O(n)

Parametrii:

Calculam exponentul critic:

log, a =log, 3 ~ 1.585

Deoarece:
f(n) = O(n'8»*7¢) € ~ 0.585 > 0

suntem in cazul 1 al Teoremei Master, astfel:

T(n) = @(nlogba) — @(nlog23) ~ @(n1.585)

7.5.3 Exemplu: Cautarea binara

Cautarea binara are recurenta:

Parametrii:

a=1,b=2, f(n)=0(1)

Calculam exponentul critic:

log,a =log,1 =10

Deoarece f(n) = O(n'°8»?) = ©(1), ne aflam in cazul 2 al Teoremei
Master si astfel rezulta:

T(n) = O(n'°# *logn) = O(logn)

108



7.6 Ecuatii diferentiale liniare omogene

7.6 Ecuatii diferentiale liniare omogene

Forma generald a ecuatiei diferentiale omogene de ordin n cu coeficienti
constanti este:

y(”) + aly(nil) + a2y("*2) + - +ayy=0.

Ecuatia caracteristica asociata:

N b a N a4 4a, = 0.

7.6.1 Exemple detaliate
Exemplul 1 (radacini reale distincte)
y" — 6y’ + 11y — 6y =0
Ecuatia caracteristica:
AP —6A% 4+ 11X — 6 = 0.
Radacinile sunt \; = 1, Ay = 2, A3 = 3. Solutiile independente sunt:
er, 2T e
Solutia generala este:

y(z) = Cre” + Cre®® + Oy

Exemplul 2 (radacina reala multipla)
Y +3y" +3y +y=0
Ecuatia caracteristica:
M 43X 430+ 1=(\+1)®=0= A= —1 cu multiplicitate 3.
Solutiile independente sunt:
—T —x 2 —x

Solutia generala:

y(x) = Cre™ + Coze™™ + Cyz?e™
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Exemplul 3 (radacini complexe)
y' +4y +5y=0
Ecuatia caracteristica:
NMA+4AA+5=0=>A=-24i.
Solutiile independente sunt:
e **cos(x), e *"sin(w)

Solutia generala:

y(x) = e 2*(Cy cosx + Cysin )

7.7 Rezolvarea ecuatiilor diferentiale liniare
neomogene

Forma generala este:
y(n) + a1y("_l) + -+ anly = f(ﬂ?)

Solutia generala:
y(z) = ya(r) +yp(z)

unde yg(x) este solutia omogena si yp(z) solutia particulara.

7.7.1 Exemplu detaliat
y' —y — 2y =2
Pasul 1: Rezolvarea ecuatiei omogene:
MNoA—2=0=X =2, A\ =—1.
Solutia generala omogena:

ya(z) = C1e*® + Che™™

Pasul 2: Determinarea solutiei particulare. Se presupune o solutie de

forma:
yp(z) = Ae™®

Calculam derivatele:

yp(x) = 34¢%,  yp(x) =94
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7.8 Rezolvarea recurentei algoritmilor prin ecuatii caracteristice

Inlocuind in ecuatie:
9Ae3® — 3463 — 2463 = 237 = 443" = 237

Rezolvam pentru A:

1
A=
2
Solutia particulara:
1
yp(z) = 5633”

Pasul 3: Solutia generala finala:

. e, 1 3
y(z) = C1e** + Cre™ " + §e3£

neomogene

7.8 Rezolvarea recurentei algoritmilor prin

ecuatii caracteristice neomogene

Fie recurenta urmatoare:

7.8.1 Simplificare prin schimbarea variabilei

Pentru a simplifica analiza, presupunem n = 2%. Fie:

T (k) = t(2%)

Atunci recurenta devine:

T(k)=2T(k—1) +c-2"

Aceasta este o ecuatie de recurenta liniara neomogena.
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7.8.2 Rezolvarea ecuatiei omogene asociate
Ecuatia omogena asociata este:

T(k) — 2T(k —1) = 0

Ecuatia caracteristica asociata acesteia este:

r—2=0=r=2

Deci, solutia generala pentru ecuatia omogena devine:

Thk)=a-2F, acR

7.8.3 Rezolvarea ecuatiei neomogene

Termenul neomogen este de forma:

c-9F

Observam ca acest termen este similar cu solutia omogena. In acest
caz particular, solutia particulara propusa este de forma:

T,(k) = k2, BeR

Substituim 7T),(k) in ecuatie:

Bk2F = 28(k —1)2F1 4+ ¢. 2"

SimplificAnd prin 2, avem:

Bk =B(k—1)+c

Rezolvand aceasta egalitate, rezulta:

Bk=pk—B+c=p=c

Astfel, solutia particulara este:

T,(k) = ck2*
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7.8 Rezolvarea recurentei algoritmilor prin ecuatii caracteristice
neomogene

7.8.4 Solutia generala

Solutia generala este suma dintre solutia omogena si particulara:

T(k) = T (k) 4+ Tp(k) = o - 2F + ck2F = 2%(a + ck)

7.8.5 Revenirea la variabila initiala
Cum k = log, n, revenim la variabila initiala n:
t(n) = n(a + clogyn) = O(nlogn)
Astfel, recurenta initiala are complexitatea:

t(n) = O(nlogn)

Aceasta corespunde rezultatului obtinut anterior folosind Teorema Mas-
ter si confirma eficienta algoritmului Merge Sort, caruia 1i apartine aceasta
recurenta.
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8 Acoperirea convexa

8.1 Notiuni preliminarii
O multime X de puncte se defineste ca fiind converd daca pentru orice
pereche de puncte x1;z2 C X segmentul [x1; 23] C X.

Fiind datd o multime S = p1,pa,...,pn, acoperirea convexa (conver
hull) CH(S) este data de:

e Cel mai mic poligon convex care contine toate punctele din S;
o Intersectia tuturor multimilor convexe ce contin S;

« Intersectia tuturor semispatiilor ce contin S;

e Reuniunea tuturor triunghiurilor determinate de puncte din S;
e Multimea tuturor combinatiilor convexe de puncte din S;

Desi algoritmii care determina acoperirea convexa a unui poligon sunt
algoritmi de geometrie computationala, acestia au o aplicare destul de vasta,
fiind folositi in jocuri video (pentru determinarea coliziunilor, inlocuitori
pentru bounding box), pentru determinarea formelor (pattern matching),
etc.

Complexitatea algoritmilor folositi este asemanatoare cu complexitatea
algoritmilor de sortare, aceasta situdndu-se in jurul valorii de O(n).

Enuntul problemei care se poate rezolva folosind un astfel de algoritm
este :

Fiind data o multime de n puncte, p, in plan, sa se determine punctele
care determind poligonul acoperirii convexe CH (p), unde C'H (p) reprezinta
un poligon convex format dintr-o submultime a lui p.

Fiind data multimea de n = 13 puncte p, se va obtine in urma aplica-
rii algoritmilor de determinare a acoperirii convexe, poligonul format din
punctele p1, p2, P11, P12, P13, P9, P3, asa cum se vede si in figura 8.1.
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8.2 Algoritmul Graham scan

p9

pl3

pl2

Figura 8.1: Determinarea acoperii convexe pentru o multime de n = 13
puncte P

Desi exista suficienti algoritmi care determina un astfel de poligon,
sunt prezentati in continuare, doi dintre acestia, fiind alesi in functie de
complexitatea lor, dupa metodele de programare care stau la baza lor, dar
si structurile de date folosite.

8.2 Algoritmul Graham scan

Algoritmul a fost publicat de catre Ronald Graham, in 1972. Algoritmul
determina toate laturile poligonului convex, parcurgdnd punctele aflate "la
granita". Se foloseste o stiva pentru a putea elimina, eficient, concavitatea
dintre puncte. Pasii algoritmului sunt:

e Se determina punctul p cu cea mai mica coordonata y din setul de
puncte dat. In cazul in care exista mai multe astfel de puncte se va
alege cel cu coordonata x cea mai mica.

e Se sorteaza, crescator, restul punctelor in functie de unghiul care se
formeaza intre fiecare punct si punctul p si axa OX.

e Avand in vedere unghiul format se va decide dacd muchia poligonului
trebuie sa facd "un viraj" la stdnga sau la dreapta (vezi figura 8.2. Se
Incearca eliminarea virajelor la dreapta, pentru ca acestea presupun
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8 Acoperirea convexa

ca punctul vizat este in interior, iar acesta nu face parte din acoperirea
convexa construita.

e Se repeta procedeul alegerii punctelor pana cand se determina "un
viraj" la stanga.

e In cazul in care sunt puncte coliniare, rezultatul se va decide in functie
de specificul problemei.

(a) Viraj la stanga (b) Viraj la dreapta

Figura 8.2: Exemplificarea virajelor ce pot aparea in algoritmul Graham
scan

Observatia 1. Pentru a determina dacd pentru cele trei puncte este nevoie
de un "viraj" la stinga” sau unul la dreapta, nu este necesard calcularea
unghiului dintre cele doud segmente de linie. Acest lucru iese in evidentd
daca se va calcula aria triunghiului format de puncte.

8.3 Algoritmul Jarvis March (Algoritmul "Gift
Wrapping'')

Acest algoritm a fost propus de R. A. Jarvis in 1973 si mai este cunos-
cut sub numele de Gift Wrapping, deoarece ideea de baza este similara cu
infasurarea unei benzi in jurul punctelor.

Idee generala

Algoritmul incepe de la cel mai din stdnga punct (sau cu cea mai micd
coordonatd x), apoi, la fiecare pas, selecteazd urmatorul punct care este
cel mai "la stdnga" fata de segmentul curent — adica formeaza un unghi
cel mai mic In sens trigonometric. Acest proces continud pana se revine la
punctul initial.
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8.3 Algoritmul Jarvis March (Algoritmul "Gift Wrapping")

Pasii algoritmului
1. Gaseste punctul cu cea mai mica coordonatd = (dacd sunt mai multe,
alege pe cel cu y minim).
2. Marcheaza acest punct ca punct de start.

3. La fiecare pas, determina punctul ¢ astfel incit toate celelalte puncte
sunt la dreapta (sau coliniare cu) segmentul [p, ¢]. Adaugd ¢ la aco-
perirea convexa.

4. Repeta procesul pornind de la ¢, pana cdnd se revine la punctul de
start.

Determinarea urmatorului punct

Pentru punctul curent p si fiecare alt punct r, se determinad orientarea
tripletului (p, g, 7):

e Daca unghiul format de p g r este maxim din toate alternativele,
atunci q < 7 si p < ¢ si se va cauta noul r

Exemplu:

Fie aceeasi multime de puncte:
P ={(1,1),(2,5),(3,3),(4,6),(5,2),(6,5),(7,3),(8,4),(6,1), (4,0)}
1. Punctul cel mai la stanga este (1,1).
2. Se cautd cel mai "la stdnga" punct fatd de (1,1), s zicem (2, 5).

3. Se repetd procedeul: de la (2,5) se cautd urmétorul punct cel mai "la
stanga" fata de directia anterioara.

4. Procesul continud pana cind se revine la (1, 1).

Complexitate:

o Timpul de executie este O(n-h), unde n este numaérul total de puncte,
iar h este numarul de puncte din acoperirea convexa.

e Avantajos pentru cazuri in care h este semnificativ mai mic decat n.
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8 Acoperirea convexa

Comparativ cu Graham Scan:

e Graham Scan: O(nlogn) — bun pentru orice distributie de puncte.

o Jarvis March: O(nh) — bun cind h este mic.

Aplicatii practice:

Algoritmul Jarvis este folosit in:
e trasarea conturului obiectelor in imagini;

o algoritmi de navigare pentru drone sau roboti (pentru a contura obs-
tacolele);

« aplicatii grafice cu putine puncte pe frontiera.

8.4 Algoritmul QuickHull

Idee generala

Algoritmul QuickHull este inspirat de paradigma divide et impera si este
analog QuickSort-ului In sortare. Se selecteaza cele mai din stanga si din
dreapta puncte — acestea formeaza o muchie a acoperirii. Se Tmparte
multimea in doua submultimi, de o parte si de alta a acestei muchii, si se
cauta recursiv punctele cele mai departate, eliminand cele din interior.

Pasii algoritmului
1. Se determina punctele cu coordonatele x minima si r maxima —
acestea apartin cu siguranta acoperirii convexe.

2. Imparte multimea de puncte in doua: cele aflate deasupra si dedesub-
tul segmentului determinat de aceste doua puncte.

3. Pentru fiecare parte:

o Se giseste punctul cel mai departat de segmentul curent (acesta
devine varf al acoperirii);

¢ Se formeaza doua noi segmente si se repeta recursiv procesul;

e Dacad nu mai raman puncte in afara segmentului, se inchide re-
cursivitatea.
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8.4 Algoritmul QuickHull

Exemplu:

Fie multimea de puncte:
P={(1,1),(2,4),(3,0),(4,5),(5,2), (6,6), (7,1), (8,3)}

1. Cele mai din stdnga si dreapta puncte sunt (1,1) si (8, 3).

2. Se Imparte multimea in puncte aflate deasupra si dedesubtul segmen-
tului (1,1)—(8, 3).

3. Se gaseste punctul cel mai departat (de ex. (6,6)) si se continua
recursiv cu triunghiurile nou formate pana cdnd nu mai sunt puncte
in afara poligonului.

Complexitate:

o In medie: O(nlogn) — similar cu QuickSort.

o In cel mai rau caz: O(n?) (daci punctele sunt distribuite neuniform,
de ex. pe cerc).

Avantaje:

e Poate fi mai rapid decit Graham Scan daca numaérul de puncte de pe
frontiera este redus.

e Natural pentru implementare recursiva.

Aplicatii practice:

e Preprocesare in triangularea Delaunay;
e Vizualizarea formelor neregulate;

e Analiza distributiilor de puncte in simulari sau modelari 3D.

Comparatie cu ceilalti algoritmi

Algoritm Complexitate Paradigma
Graham Scan O(nlogn) Sortare + Greedy
Jarvis March O(nh) Incremental

QuickHull O(nlogn) (medie) | Divide et Impera
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9 Programare dinamica

9.1 Principiile programarii dinamice

Programarea dinamica, ca si metoda divide et impera, rezolva problemele
combinand solutiile subproblemelor. Dupa cum am vazut, algoritmii de
divide et impera, partitioneaza problemele in subprobleme independente,
rezolva subproblemele in mod recursiv, iar apoi combina solutiile lor pen-
tru a rezolva problema initiala. Daca subproblemele contin subprobleme
comune, in acest caz, este mai bine sa folosim tehnica programarii dina-
mice.

Sa analizam pentru Inceput ce se intdmpla cu un algoritm de divide
et impera in aceasta situatie. Descompunerea recursiva a cazurilor n sub-
cazuri ale aceleasi probleme, care sunt apoi rezolvate in mod independent,
poate duce la calcularea de mai multe ori a aceluiasi subcaz, si deci la o
eficienta scazuta a algoritmului. Sa ne amintim de exemplu algoritmul lui
Fibonacci expus in primul curs. Sau sa calculam coeficientul binomial.

k—1 k

(n)z (n—l)_l_(n—l) pentru 0 <k <n
n 1 altfel

In mod direct, aceasta se realizeaza astfel:

: function C(n, k)
if k=0 or k=n then
return 1
else
return C(n — 1,k — 1)+ C(n — 1,k)
end if
end function

Multe din valorile C(i,j), i < n, j < k sunt calculate in mod repetat.
Deoarece rezultatul final este obtinut prin adunarea a (Z) de 1, rezulta ca
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9.1 Principiile programarii dinamice

timpul de executie pentru un apel C(n,k) este in Q((})). Dacid memordm
aceste valori ntr-un tablou de forma celui din figura de mai jos, obtinem
un algoritm mai eficient.

0 1 k

2
-
I
[

2
p—
[
—

n—1 n—1
”—]. A__l A_

n _]\'_

Figura 9.1: Coeficientii binomiali

Acesta este triunghiul lui Pascal. Este suficient s& memoram un vector
de lungime k, reprezentand linia curenta din triunghiul lui Pascal din figura.
Daci am completa o matrice de (n, k) putem spune ci este

vorba de elementele de subdiagonala principala. Noul algoritm necesita
un timp de O(n, k).

Primul principiu de baza al programarii dinamice este evitarea cal-
cularii de mai multe ori a aceluiasi subcaz, prin memorarea rezultatelor
intermediare.

Putem spune ca metoda divide et impera opereaza de sus In jos, des-
compunand un caz in subcazuri din ce In ce mai mici pe care le rezolva
separat. Al doilea principiu fundamental al programarii dinamice este fap-
tul ca opereaza de jos In sus. Se porneste de obicei de la cele mai mici
cazuri. Combinand solutiile lor se obtin solutii pentru subcazuri din ce in
ce mai mari, pana se ajunge 1n final la solutia cazului initial.
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9 Programare dinamica

Programarea dinamica este folosita de obicei in probleme de optimizare.
In acest context, conform celui de-al treilea principiu fundamental, progra-
marea dinamicéa este utilizatd pentru a optimiza o problemé care satisface
principiul optimalitatii: intr-o secventa optima de decizii sau alegeri, fiecare
subsecventa trebuie sa fie de asemenea, optima. Cu toate ca pare evident,
acest principiu nu este intotdeauna valabil si aceasta se intdmpla atunci
cand subsecventele nu sunt independente, adica atunci cand optimizarea
unei secvente distruge optimizarea altei secvente.

Ca si 1n cazul algoritmilor greedy, solutia optima nu este In mod necesar
unica. Dezvoltarea unui algoritm de programare dinamica poate fi descrisa
de urmatoarea succesiune de pasi:

e Se caracterizeaza structura unei solutii optime
e Se caracterizeaza structura unei solutii optime
e Se calculeaza de jos in sus valoarea unei solutii optime

Daca pe langa valoarea unei solutii optime se doreste si solutia propriu-
zisa, atunci se mai efectueaza si acest pas:

— Din informatiile calculate se construieste de sus in jos o solutie
optima.

9.2 O competitie

Din acest prim exemplu de programare dinamica reiese structura de con-
trol si ordinea rezolvarii cazurilor. Problema considerata nu este una de
optimizare.

Sa ne imaginam o competitie in care doi jucdtori A, B joaca o serie de
cel mult 2n— 1 partide, castigator fiind jucatorul care acumuleaza primul
n victorii. Presupunem ca nu exista partide egale, si ca rezultatele sunt
independente Intre ele si ca pentru orice partida exista o probabilitate p ca
jucatorul A sa castige, si o probabilitate 1 — p ca jucatorul B sa céstige.

Ne propunem sa calculdm P(i,7), probabilitatea ca jucatorul A si
castige competitia, dat fiind ca mai are nevoie de 4 victorii, iar jucato-
rul B mai are nevoie de j victorii pentru a castiga. La Inceput evident,
probabilitatea este P(n,n) pentru cid fiecare jucitor mai are nevoie de n
victorii.

Pentru 1 < ¢ < n avem P(0,i)=1 implica P(i,0)=0. Probabilitatea
P(0,0) este nedefinita.
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9.2 O competitie

Pentru 4,5 > 1 se poate calcula P(i,5) dupa formula:
P(iaj) = pP(i-l, .]) + qP(ia j']-)

Algoritmul pentru a calcula aceasta probabilitate este:

1: function P(4, j)

2 if i=0 then

3 return 0

4 end if

5: if j=0 then

6: return 1

7 end if

8 return pP(i-1,7) + ¢P(i,5-1)
9: end function

Fie t(k) timpul necesar, in cazul cel mai nefavorabil pentru a calcula
probabilitatea P(i,j) unde k = i+j.

Avem:
e t(l)<a
o t(k) <2t(k-1)+c,k>1

e unde a,c sunt doua constante. Prin metoda iteratiei, obtinem 2 €
O(2%), iar daca i = j = n atunci t € O(4"). Daca urmirim modul
in care sunt generate apelurile recursive, in figura 9.1, vom observa
ca algoritmul este la fel de ineficient ca cel al calcului coeficientilor
binomiali:

C(1+.]a.]) = C((l'1)+.]’.]) + C(1+(J'1)7 j'l)

Pentru a calcula numarul total de apeluri recursive necesare pentru
a obtine C(n, k), notdm cu r(n,k) numarul de apeluri recursive necesare
pentru a-1 calcula pe C(n, k). Folosim inductia si anume:

Dacé n este 0, proprietatea ca C(n, k) = (}) - 2 este adevarata.

Presupunem proprietatea adevarata pentru n— 1 si demonstram pentru

Fie 0 < k < n atunci avem recurenta.

r(n,k) = r(n-1,k-1) 4+ r(n-1,k) + 2
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9 Programare dinamica

De aici rezulta ca
r(n, k)=2(31)-2 + 2("1)-2 + 2=2(;)-2

In cazul in care k este 0 sau n, atunci r(n, k)=0 si (Z):l, deci propri-
etatea este adevarata.

Revenind la problema de mai sus, rezulta ca numarul total de apeluri
recursive este 2(1?)-2.

Timpul de executie pentru un apel in P(n,n) este deci 9(2:)

Timpul de executie pentru un apel in ceea ce Inseamna ca este inefi-
cient. Pentru a imbunatati algoritmul procedam ca in cazul triunghiului lui
Pascal. Se va completa un tablou bidimensional insa nu linie cu linie ci pe
diagonald. Probabilitatea P(n,n) poate fi calculatd prin apelul serie(n,p)
al algoritmului de mai jos.

1: function SERIE(n, p)

2 array P[0..n,0..n]

3 qg—1—p

4: for s <+ 1 ton do

5: P[0,s] «+ 1; P[s,0] + 0

6 for k + 1 to s-1 do

7 Plk,s — k] < pPlk — 1,5 — k] + qP[k,s — k — 1]
8 end for

9: end for

10: for s «+ 1 ton do

11: for k «+ 0 to n-s do

12: Pls+k,n—k]+ pP[s+k—1,n—k]+qP[s+k,n—k—1]
13: end for

14: end for

15: return P[n,m]

16: end function

Deoarece in esenta se completeaza un tablou de nxn elemente, timpul
de executie pentru un apel serie(n,p) este in ©(n?). Ca si in cazul coe-
ficientilor binomiali nu este nevoie de memorarea intregului tablou P, ci
doar diagonala curenta din P.
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9.3 Multiplicarea matricelor in lant

9.3 Multiplicarea matricelor in lant

Un alt exemplu concret de programare dinamica este un algoritm care re-
zolva, problema multiplicarii unor matrice. Se da o lista, o secventd de
matrice < Ajp, Ag, ..., A, > de n matrice, ce trebuie multiplicate si dorim
s& calculam produsul A;A,...A,. Putem evalua aceastd expresie folosind
un algoritm clasic de multiplicare a matricelor, ca o subrutina, odata ce
am pus parantezele, pentru a elimina ambiguitatea modului in care matri-
cile sunt multiplicate. Un produs de matrice este complet parantezat daca
fie este o matrice, fie este produsul a doua produse de matrice complet
parantezate, evident Inconjurate de paranteze. Multiplicarea matricelor
este asociativa, asa ca in orice mod am pune parantezele am obtine acelasi
produs. De exemplu, daca lantul de matrice ce trebuie inmultite ar fi:
< Ay, As, Az, Ay > atunci el poate fi efectuat astfel

o (A1(A2(A344))) sau
o (A1((A243)Ay)) sau
o ((A1A2)(A34,)) sau
« (((A1A2)A3)Ay)

Modul in care efectuam aceasta ordonare a parantezelor poate avea un
impact dramatic asupra eficientei multiplicarii totale. S& luam de exemplu
costul multiplicarii a douad matrice. Algoritmul standard este dat de pse-
udocodul de mai jos. Atributele rows si columns sunt numarul de linii si
coloane dintr-o matrice.

1: function MATRIX-MULTIPLY (A, B)

2: if columns[A] # rows[B] then

3: error dimensiuni eronate

4: else

5: for i < 1 to rows[A] do

6: for j < 1 to columns[B| do
7: Cli,j] + 0

8: end for

9: for k + 1 to columns[A] do
10 Cli,j] « Cl[i, j] + Ali, k] - Blk, j]
11: end for
12: end for
13: end if
14: return C

15: end function
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9 Programare dinamica

Putem inmulti doud matrice A si B doar dacid numarul de coloane din
A este acelasi cu numarul de randuri ale lui B. De exemplu, daca A este o
matrice de p X r si B este o matrice ¢ X 7, rezultatul este o matrice C' de
p x r. Acest algoritm are un ordin in 6(n?).

Pentru a ilustra diversele costuri ce apar prin plasarea diferita a paran-
tezelor sa consideram produsul a trei matrice Ay AsAs.

Sa presupunem c& matricele au dimensiunile A;=10 x 100, A>=100 x
5, A3=5 x 50.

Daca luam in considerarea parantezele ((A1As2)As) vom avea nevoie de
un numar de operatii de multiplicare de 10 - 100 - 5=5000 pentru a obtine
produsul A;As. Apoi mai avem nevoie de 10 - 5 - 50=2500 de inmultiri
a elementelor matricelor (A;A3) cu As. In total avem nevoie de 7500 de
produse scalare.

Daca ludm in considerare al doilea caz si anume (A1 (A2As3)) mai Intai
calculdm produsul (A3 A3), pentru care avem nevoie de 100 - 5 - 50=25000
de operatii de inmultire. Apoi vom avea nevoie de alte 10 - 100 - 50=50000
pentru a calcula produsul dintre A; si (A2A3). In total obtinem 75000 de
multiplicari, adica de 10 ori mai mult decat cazul anterior.

Problema multiplicarii matricelor in lant se formuleaza astfel:

Se da un lant de matrice < Ay, Ao, ..., A, > unde pentru un i=1,2....,n
o matrice A; are dimensiunea p;.1 X p;. Sa se parantezeze complet produsul
Al- A2- ... A, astfel Incdt numarul de multiplicari s& fie minim.

9.4 Calculul complexitatii algoritmului
brute-force

Inainte de a rezolva problema prin programare dinamics, va trebui si ne
convingem ca o cautare exhaustiva este ineficienta. Fie numarul de paran-
tezdri alternative a unei secvente de n matrice notat cu P(n). Din moment
ce putem separa secventa de n matrice intre primele k matrice si cele de la
k + 1 pana la n, pentru orice k=1, 2,...,n — 1 atunci parantezand recursiv
obtinem

1 ,n=1
P(”):{ "L () P(n-k) .n > 2

Problema se reduce la rezolvarea acestei recurente folosind numere Ca-
talane:

P(n)=C(n11), unde C(n)=17 (M= (na)
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9.5 Structura unei parantezari optime

Astfel se poate observa ca metoda brute-force are o complexitate expo-
nentiala, ceea ce o face ineficienta.

9.5 Structura unei parantezari optime

Primul pas din paradigma programarii dinamice este de a caracteriza struc-
tura unei solutii optime. Pentru o multiplicare a unor matrice putem pro-
ceda dupa cum urmeazd. S& adoptam notatia A; ; pentru matricea ce
rezultd din evaluarea produsului A;A;4;...A;. O aranjare optima a paran-
tezelor a produsului Aj As...A, imparte produsul intre Ay si Apy1 pentru
un Intreg k din intervalul [1,n). Adicd pentru o valoare a lui k, mai intai
calculam matricile Ay j si Agt1..n si apoi le multiplicdm pentru a produce
produsul final A; ,. Costul parantezarii optime este costul calculului ma-
tricei Ay plus costul calculului matricei Ag11. 5, plus costul multiplicarii
finale a celor doud matrici.

Observatia cheie este ci parantezarea sublantului format din A As... Ay
in cadrul parantezarii optime a lui A1As...A, trebuie si fie la rdndul ei
optiméa. De ce? Daca ar fi un alt mod mai bun de a paranteza A As...Ay,
aceasta in cadrul lantului A; As...A,, va duce la o alta parantezare mai buna
a 1n locul celei presupuse a fi optime. De aici apare contradictia ce confirma
ipoteza. Asemenea, vom spune ca Aj1Agy2...A, este parantezarea optima
in cadrul lantului mare A;As...A,.

0.6 O solutie recursiva

Al doilea pas din paradigma programarii dinamice este sa definim valoarea
unei solutii optime recursiv in raport cu solutiile optime ale subproblemelor.
Pentru problema multiplicarii in lant alegem ca subprobleme determinarea
costului minim in parantezele A;A;1...A; pentru 1 < ¢ < j < n. Fie m[i, j]
numarul minim de multiplicari necesare pentru a calcula matricea A; ;. Cu
aceste considerente, costul cel mai mic pentru a calcula A;_,, trebuie sa fie
m[l,n].

Putem defini mli, j] recursiv dupd cum urmeazi. Daca ¢ = j, lantul
constd dintr-o singura matrice A; ;=A; astfel ci nici o multiplicare intre
elementele acestei matrice nu este necesard. De aceea mli, j]=0 pentru
1=1,2,...,n. Pentru a calcula m][i, j] cind i < j, vom profita de structura
stabilita la pasul 1. Adicd presupunem ca parantezarea optima imparte
produsul A;A; +1...A; intre Ay si Agqq unde i < k < j. Astfel, m[i, j] este
egal cu minimul atunci cand calculam subprodusele A; j si Ag41.;, plus
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9 Programare dinamica

costul multiplicarii matricelor finale. Din moment ce calculul produsului
Aj kA1, 18 pi1prp; multiplicari, vom obtine:

Aceasta ecuatie porneste de la premisa ca stim valoarea lui k, ceea ce
nu este adevarat. Totusi, exista j-i valori posibile pe care k le poate lua si
anume k =14,7+ 1,...,5 — 1. Din moment ce parantezarea optima este una
corespunzatoare uneia din aceste valori ale lui k, le putem verifica pe toate
si descoperi pe cea mai buna. De aceea definitia recursiva a parantezarii
optime a produsului A;A;41...4; devine:

(o i=j
m[”]—{ mini<<; {mli, K +mlk + 1, 5] + prapp;} i< J

Valorile m[i, j] dau costul minim pentru o subproblema (i, j). Pentru a
tine evidenta construirii solutiei optime, fie s[i, j] ce reprezinta valoarea lui k
pentru care putem imparti produsul A;A4;14...A; astfel incdt parantezarea
sd fie optimd. Cu alte cuvinte s[i,j] este acel k pentru care m[i,j] =
mli, k] + mlk + 1, j] + piiprp; }-

9.7 Calculul costului optimt

La acest moment, se poate scrie algoritmul recursiv bazat pe recurenta (1),
algoritm ce calculeazi costul minim m[1,n] necesar multiplicirii lantului
de matrice A1, Ao, ..., A,,. Se poate intui timpul exponential al unui astfel
de algoritm.

Cea mai importanta observatie ca avem putine subprobleme: una pen-
tru fiecare alegere a lui i si j ce sa fie in intervalul [1,n]. In total obtinem
(n?) pentru aceste alegeri. Un algoritm recursiv ar putea intalni fiecare su-
bproblema de mai multe ori. Aceasta proprietate de a suprapune probleme
ce pot aparea redundant este marca programarii dinamice.

Asa c4, in loc si calculdm solutia recurentei (1), vom efectua un al trei-
lea pas si anume vom considera problema de sus in jos. Urmatorul pseudo-
cod presupune ca matricea A; are dimensiunile p; 1 X p; pentru i=1, 2, ..., n.
Secventa de intrare este < pg, p1, ..., pp, > unde length[p|=n+1. Procedura
foloseste o tabeld auxiliard m[1..n, 1..m] pentru a stoca costurile mli, j] si
tabela auxiliard s[1..n,1..n] ce tine indecsii lui k ce au fost obtinuti in cal-
culul lui mli, j].
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9.7 Calculul costului optimt

1: function MATRIX-CHAIN-ORDER(p)
2: n <« length[p] - 1

3 fori+ 1tondo

4: mlij] < 0

5: end for

6 for 1 + 2 ton do

7 fori+1ton-1+1do

8 jei+1-1

9 m[i,j] + oo

10: fork«+itoj-1do
11: q < mli, k] + mlk + 1, ] + pi—1pxp;
12: if q < ml[i,j] then

13: mli, j] < ¢

14: sli,j] + k

15: end if

16: end for

17: end for

18: end for

19: return m and s

20: end function

Algoritmul va umple tabela m in asa fel incdt sa rezolve problema
parantezirii optime. Ecuatia (1) arata ca, costul m[i,j] pentru a calcula
produsul a j-i+1 matrice, depinde doar de costul optim al calculului a unui
produs de mai putin de j-i+ 1 matrice. De aceea pentru k=i,i+1,...,5—1,
matricea A;. j este produsul dintre k-i+1 < j-i+1 matrice, si de asemenea,
matricea Ap41.; este produsul a j-k < j-i 4+ 1 matrice.

Algoritmul va calcula prima data (liniile 2-3) m[i, j] pentru i=1,2,...,n
adica, costul minim de a calcula produsul dintre A; si acelasi A;.

Apoi, pe liniile 4-12 algoritmul foloseste formula (1) pentru a calcula
m[i,i+1] pentrui = 1,2, ..,n—1, adica tocmai costul minim pentru lanturi
de lungime 2. Aceasta se intdmpla la primul pas din for-ul cu variabila [.
A doua oara cand se trece prin for, e vor calcula minimele pentru lanturi
de trei elemente: mli, i + 2] pentru i=1,2,...,n — 2, si tot asa.

La fiecare pas, costul m]é,j] (liniile 9-12) depinde doar de intrarile
mli, k] si m[k + 1, §] ce au fost deja calculate la niste pasi anteriori.

Figura 9.2 ilustreaza procedura pentru un lant de n=6 matrice. Din

moment ce am definit m|i, j] doar pentru ¢ < j, se va folosi doar portiunea
de deasupra diagonalei pentru a calcula costurile minime.
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9 Programare dinamica

m s

Figura 9.2: Matricele m si s calculate pentru n=6, rotite cu 45°

Problema initiala este aceasta: Se dau matricile de dimensiunile:

” matricea Dimensiunea ”

Ay 30 x 35
As 35 x 15
A3 15 x5
A4 5 x 10
A5 10 x 20
Aq 20 x 25

Matricele sunt rotite astfel ca diagonala principald sa fie pe orizontala.
Cum doar elementele de peste diagonala principala sunt folosite in matri-
cea rezulta aceste doua triunghiuri. Numarul minim de multiplicari este
m[1,6]=15125. Pentru elementul m|2, 5] calculele ce se fac pentru aflarea
minimului sunt:

m|[2,2] + m[3,5] + prpaps=0 + 2500 + 35 - 15 - 20=13000
m[2,5]=min { m[2,3] +m[4, 5] + p1psps=2625+ 1000 + 35 - 5 - 20="7125
m[2, 4] + m[5,5] + prpaps=4375 + 0 + 35 - 10 - 20=11375

Asa cd m[2,5]=7125 fapt marcat si in matricea din imagine.

In figura de mai sus, fiecare rand orizontal contine elementele din lantul
de matrice de aceeasi lungime. Functia M AT RIX-CHAIN-ORDER cal-
culeaza randurile de la baza triunghiului la varf, adica de sus in jos. Orice
mli, j] este calculat folosind produsele p;pxp; pentru k=i,i + 1,...,j-1 si
toate elementele din sud-estul si sud-vestul lui m[i,j]. O simpld analiza
a acestui algoritm va da timpul total de §(n?®) din cauza celor trei for-uri
imbricate.
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9.8 Caracterizarea celei mai lungi subsecvente

9.8 Caracterizarea celei mai lungi subsecvente

O abordare brute-force a acestei probleme este de a enumera toate subsec-
ventele ale lui X si de a verifica fiecare subsecventa pentru a vedea daca
este de asemenea si in Y. Fiecare subsecventd corespunde unui subset de
indici 1,2, ... ,m ai lui X. Exista 2™ subsecvente a lui X, deci aceasta
abordare este total ineficienta.

Rezolvarea problemei deriva de la o proprietate. Dupa cum vom vedea,
clasa naturala de subprobleme corespunde unor perechi de prefize, ale
celor doua secvente de intrare. Mai exact, dat fiind o secventa X= <
T1,X9, .., Ty, > definim al i-lea prefix pentru i=0,1,..,m ca fiind X;= <
T1,%2,...,x&; >. De exemplu, dacd X= < A,B,C,B,D,A, B >, atunci
X4= < A,B,C, B > si X este secventa vida.

Teorema 1.

Fie X= < z1,29,....,T; > 81 Y= < y1,¥2,...,yn > secventele si fie
Z= < z1,22,...,2 > orice LCS a lui X si Y.

1. Daca z,,=yn, atunci zy=x,, =y, si zx.1 este o LCS a lui X,,1 si
Yoo1.

2. Daca ., # yn, atunci z # x,, implica faptul ca Z este o LCS a lui
Xm-l Si Yn-

3. Daca z,, # yn, atunci zx # y, implica faptul cad Z este o LCS a lui
Xm $1 Y, -1-

Demonstratia

1) Daca zp # z,, atunci putem atasa z,,=y, lui Z pentru a obtine
LCS a lui X,Y de lungime k£ + 1. Contrazicem astfel presupunerea ca Z
este cea mai lunga subsecventa a lui X si Y. De aceea trebuie sd avem
2 =Tm=Yn. Acum prefixul Z;_; este de lungime (k-1) si este LCS pentru
melv Ynfl .

2) Daca 2 # x,, atunci Z este subsecventa comund lui X,,.1siY .
Daca ar fi o subsecventa comuna W a lui X,,,.1¢Y cu o lungime mai mare
decat k, atunci W ar fi de asemenea o subsecventa comuna pentru X,,stY,

contrazicdnd presupunerea zy # T,.

3) Demonstratia este simetricd fatd de 2).
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9 Programare dinamica

9.9 O solutie recursiva

Teorema 1, implica faptul ca fie exista una sau doua subprobleme de exami-
nat cand cautam LCS a lui X= < 21,29, ...,Tm > 81 Y=< y1,Y2, .., Yn >.
Daca z,,=y, la aceasta solutie de LCS gasita, atunci avem chiar LCS al
lui X si Y. Al doilea caz este cdnd x.,,, # ¥, si atunci trebuie sa gasim fie
LCS a lui X,,,_1siY,, , fie LCS a lui X,,siY,,_1.

Ca si problema Inlantuirii inmultirii matricelor, solutia recursiva la pro-
blema LCS implica stabilirea unei recurente de cost optim. Sa definim ¢[i, j]
lungimea unei LCS intre secventa X; si Y;. Daca ori =0 ori j=0, una din
secvente are lungimea 0, deci LCS este de lungime 0. Structura optima a
problemei LCS este datd de formulas:

0 ,daca i=0 si j=0
cli,jl=4¢ cfi-1,4-1] + 1 ydacd 4,5 >0 si z;=y; (2)
mazx(cli, j-1], cfi-1,4]) ,daca i,j >0 si z; #y;

9.10 Calculul lungimii unui LCS

Pe baza ecuatiei (2) putem usor scrie un algoritm recursiv cu un ordin de
timp exponential pentru a calcula lungimea LCS a celor doua secvente. de-
oarece sunt doar #(mn) subprobleme distincte, putem rezolva prin aplicarea
programarii dinamice.

Procedura LCS__LENGTH va lua doua secvente X= < z1,To, ..., Ty >
siY= < y1,¥2, ..., Yo > caintrare. Va stoca in matricea c[0..m, 0..n] valorile
cli, j] corespunzatoare secventelor. Primul rand din ¢ este umplut de la
stanga la dreapta, apoi al doilea rdnd este umplut de la stdnga la dreapta
si asa mai departe. In matricea b[1..m,1..n] se mentin indicatii pentru a
reconstrui ugor solutia finald. Practic b[i, j] indicd subproblema optima
corespunzatoare calculului c[¢, j]. Procedura va returna ambele matrice:
¢[m, n] contine lungimea LCS a secventelor X,Y.

Procedura are un ordin de timp O(mn) deoarece calculul fiecarui ele-
ment din matrice este in O(1).
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9.10 Calculul lungimii unui LCS

1: function LCS__LENGTH(X,Y)
2 m < length[X]

3 n  length[Y]

4: fori+ 1 tom do

5: cli,0] « 0

6 end for

7 for j «+ 0 ton do

8 cl0,j] « 0

9: end for

10: fori<+ 1tomdo

11: forj< 1ton do

12: if Ti=Y; then

13: cli,j] ¢ c[i-1,j-1] + 1
14: b[i,j] + "\."
15: else
16: if c[i-1,7] > c[i, j-1] then
17: cli,j] « c[i-1,]]
18: b[i,j] <+ "
19: else
20: cli,j] < c[i,j-1]
21: bli,j] « "«
22: end if
23: end if
24: end for
25: end for
26: return c and b

27: end function
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Figura 9.3: Matricile c si b calculate pentru X= < A, B,C,B,D, A, B > si
Y=<B,D,C,A,B,A>

9.11 Cum construim o LCS

Tabelul b returnat de procedura LCS__ LENGTH poate fi folosit usor pentru
a construi o secventd optimi. Incepem cu b[m,n] si urmarim drumul din
matrice indicat de sigeti. Atunci cand Intdlnim un N in locatia b[s, j]
inseamna ca x;=y; adica am gasit un element al lui LCS. Elementele sunt
descoperite in ordinea inversi a lor. In figura de mai sus, intrarea 4 din
c[7, 6] este lungimea unei secvente LCS < B,C, B, A > a lui X,Y. Pentru
i,j > 0, c[i, j] depinde doar de egalitatea dintre z; si y; si de valorile c[i—1, j]
sicli,j — 1] si c[i — 1,5 — 1] care sunt calculate inainte de c[i, j].

Solutia recursiva de mai jos afiseaza LCS a lui X si Y in ordinea corecta.
Primul apel va fi PRINT_LCS(b, X, length[X], length[Y]).
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9.12 Introducere in arborii binari

1: function PRINT _LCS(b, X, 1, 7)
2 if i=0 sau j=0 then
3 return

4: end if

5: if bli,jj= "\" then
6 PRINT LCS(b,X,i-1,j-1)
7

8

9

print z;
else
: if b[i,j] = "1" then
10: PRINT_LCS(b,X,i-1,j)
11: else
12: PRINT LCS(b,X,i,j-1)
13: end if

14: end if
15: end function

Pentru b din Figura 9.3 aceasta procedura afiseaza BC'BA. Procedura
are un ordin de timp O(m + n) deoarece la fiecare pas al recursivitatii, fie
i, fie j este decrementat.

09.12 Introducere in arborii binari

Un arbore binar este o structura de date ierarhica compusa din noduri,
in care fiecare nod are cel mult doi descendenti directi, numiti:

o Copil stang (left child),
o Copil drept (right child).

Structura incepe de la un nod special numit radécina (root). Fiecare
nod poate avea la randul sau alti descendenti, formand un sistem ramifi-
cat.

9.12.1 Elementele unui arbore binar

Fiecare nod din arbore contine:
e O valoare sau cheie (key),
e Un pointer catre copilul stang,
e Un pointer catre copilul drept.

Daca un nod nu are un anumit copil, referinta citre acel copil este NIL
sau NULL.
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9 Programare dinamica

9.12.2 Terminologie importanta

e Frunza — un nod fara copii.
e Subarbore — orice arbore format dintr-un nod si descendentii sai.

o Inaltimea unui nod — lungimea maxima a drumului de la acel nod
pana la o frunza.

¢ Adancimea unui nod — lungimea drumului de la radacina pana la
acel nod.

9.12.3 Tipuri de arbori binari

Exista mai multe tipuri de arbori binari, in functie de regulile suplimentare
impuse asupra structurii:

e Arbori binari de cautare — arbore in care, pentru fiecare nod,
valorile din subarborele stang sunt mai mici sau egale, iar cele din
subarborele drept sunt mai mari sau egale.

e Arbori binari echilibrati — arbori in care diferenta de inaltime
intre subarborii oricdrui nod este micad (ex. AVL, Red-Black Trees).

o Heap-uri binare — arbori care respecta proprietatea de heap (min-
heap sau max-heap).

9.12.4 Reprezentare vizuala

Un exemplu simplu de arbore binar:

Observatie: Structura arborelui poate varia considerabil in functie de
ordinea inserarii sau a regulilor impuse asupra organizarii nodurilor.
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9.13 Arbori Binari de Cautare Optimi (Cdutari de Succes)

9.13 Arbori Binari de Cautare Optimi (Cautari
de Succes)

9.13.1 Definitie

Un arbore binar de cautare optim este un arbore construit astfel incat

sa minimizeze costul total al cautarilor reusite, tinand cont de probabilitatile
de cautare asociate fiecarei chei.

9.13.2 Datele problemei

e Avem un set de chei sortate crescator ki, ko, ..., k,.

e Fiecare cheie k; are o probabilitate de cautare p;, unde Z?Zl p; = 1.

Observatie: In aceasta varianta discutam doar despre cautari de
succes — nu includem cautéri nereusite (adicd nu folosim valori ¢;).

9.13.3 Costul unui arbore

Costul unui arbore este suma ponderatda a adancimii fiecarei chei in ar-
bore:

Cost total = Z p; X (nivelul lui k;)
i=1

unde nivelul radacinii este considerat 1.
9.13.4 Formularea recursiva

Fie:

Cost(,j) = costul minim al subarborelui pentru cheile k;, ..., k;

Formularea recursiva este:

0, daca i > j
Cost(i,j) =14 i
min (Cost(i,r — 1) + Cost(r + 1, j) + Sum(i, j)), altfel
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9 Programare dinamica
unde:

Sum(i, j) = pi + pig1 + -+

Explicatie:
o Alegem fiecare cheie k, ca posibila radacina.
e Costul subarborelui este:
— Costul subarborelui stang (cheile mai mici),
— Plus costul subarborelui drept (cheile mai mari),

— Plus suma tuturor probabilitatilor intre i si j (pentru a reflecta
cresterea nivelului cu 1).

9.13.5 Algoritmul

1. Initializeaza Cost(i,4 — 1) = 0 pentru toate i.
2. Pentru fiecare lungime [ = 1 pana la n:
o Pentru fiecare subinterval [i,j] cu j =i+ — 1:
— Calculeazd Sum(%, j).

— Gaseste cheia r € [i,j] care minimizeazd Cost(i,r — 1) +
Cost(r + 1,7) + Sum(é, 5).

— Actualizeaza Cost(i,j) si pastreaza radicina r.

9.13.6 Exemplu concret
Chei si probabilitati:
ki=A, ky=B, k3=C
pa=02, pp=0>5 pc=0.3

Calcul:

- Sum(1,1) = 0.2 - Sum(2,2) = 0.5 - Sum(3,3) = 0.3 - Sum(1,2) =
0.240.5 = 0.7 - Sum(2,3) = 0.5+0.3 = 0.8 - Sum(1,3) = 0.2+ 0.5+ 0.3 =
1.0

Subintervale de lungime 1:

Cost(1,1) =0.2 Cost(2,2) =0.5 Cost(3,3) =0.3
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9.13 Arbori Binari de Cautare Optimi (Cdutari de Succes)

Subintervale de lungime 2:
Cost(1,2) = min(0+0.5+0.7 = 1.2, 0.240+0.7 =0.9) = 0.9 (radacind B)
Cost(2,3) = min(0+0.3+0.8 = 1.1, 0.540+0.8 =1.3) = 1.1 (radacind B)

Subinterval complet (A,B,C):
Cost(1,3) = min(0+1.1+1.0 = 2.1, 0.240.3+1.0 = 1.5, 0.9+0+1.0=1.9) =15 |

9.13.7 Concluzie

- Radacina optima a intregului arbore este cheia B. - Subarborele stang:
doar A. - Subarborele drept: doar C. - Cost total minim: 1.5.

9.13.8 Evolutia completarii matricii Cost][i, j]
Initializare:

1 2 3

[0]
[0]

=

i\J

| 0
[0]

Costl[i, j] =

=W N

[0]

Pasul 1: Subintervale de lungime 1 (chei singure)

Cost[i, ] = p;

Njlo 1 2 3

T 0 [o2]
Costli,j] = 2 0

3 0

4 0
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9 Programare dinamica

Pasul 2: Subintervale de lungime 2

02+0+0.7=0.9 (radicina B)

04+05+07=12 (rddacind A
Cost[1,2] = min ( (réddcind )> =

0+034+08=1.1 adacina B
Clost[2,3] = min ( +0.3 + (rddacind )) _

0.54+0+08=1.3 (radacind C)

i\jl0 1 2 3
10 02 [09
Costli, j] = 2 0 05
3 0 03
4 0

Pasul 3: Subinterval complet (A,B,C)

04+1.14+1.0=21 (rddacind A)
Cost[1,3] =min | 0.2+ 0.3+ 1.0 = 1.5 (riddcind B) | =
09+0+1.0=19 (riddcini C)

ij|O 1 2 3

110 02 09 [15
Costli,j] = 2 0 05 1.1
3 0 03
4 0

9.13.9 Rezumat

- Matricea este completatd pe diagonale. - Pentru fiecare subinterval,
incercam toate radacinile posibile. - Alegem radicina care minimizeaza
costul.

Cost minim total:

Radacina arborelui: B
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9.14 Exemple de probleme aplicate de programare dinamica

9.13.10 Aplicatii practice ale arborilor binari de cautare
optimi

« Compilatoare — tabele de simboluri (Symbol Tables) In com-
pilatoare, atunci cand trebuie sa accesezi variabile sau functii intr-un
program, acestea sunt stocate intr-o tabela de simboluri. Daca unele
simboluri sunt cautate mai frecvent decat altele, construirea unui ar-
bore binar de cautare optim minimizeaza timpul de acces.

« Sisteme de baze de date —indexare optimizati In bazele de
date, anumite cAmpuri (ex: ID-uri, nume) sunt accesate mai frecvent.
Utilizarea unui arbore de cautare optim poate reduce timpul total de
interogare atunci cind nu poti folosi arbori B sau arbori B+ (care
sunt mai complecsi).

« Proiectarea meniurilor in aplicatii (UI/UX) In aplicatiile cu
meniuri complexe, daca stim ca utilizatorii acceseaza anumite optiuni
mai frecvent, putem structura meniurile astfel incat optiunile cele mai
accesate si fle mai rapid disponibile (similar unui arbore optim de
decizii).

e Cautari de cuvinte in dictionare electronice Cand faci un pro-
gram de tip dictionar, in care trebuie sa cauti rapid definitia unui
cuvant, un arbore optim minimizeaza timpul mediu de cautare daca
stim frecventele cuvintelor cautate.

e« Compresie de date — variante de codificare Desi pentru com-
presie se foloseste mai ales codificarea Huffman, ideea construirii unui
arbore pentru cautari rapide in functie de probabilitati (frecvente)
este similara cu ideea din OBST.

e Biblioteci de rutare a comenzilor in interpretoare de comenzi
In unele interpretoare de comenzi sau CLI-uri (Command Line Inter-
face), comenzile sunt cdutate dupa prefixe sau denumiri. Structurarea
comenzilor dupa frecventa de utilizare poate reduce timpii de cdutare.

9.14 Exemple de probleme aplicate de
programare dinamica

Programarea dinamica este o tehnica fundamentala pentru rezolvarea pro-
blemelor de optimizare combinatorica, in care solutia optima poate fi con-
struita din solutiile optime ale subproblemelor.

Iata cateva exemple clasice:
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9 Programare dinamica

9.14.1 1. Suma maxima a subsecventei (Maximum
Subarray Problem)

Problema: Dat un sir de numere intregi (pozitive si negative), giseste
subsecventa (subsirul continuu) cu suma maxima.

Exemplu:
Input: [-2,1,-3,4,—1,2,1,—5,4]

Output: 6 (subsecventa [4,—1,2,1])
Algoritm (Kadane):

dp[é] = max(dp[i — 1] + ali], a[4])

9.14.2 2. Rucsacul (Knapsack Problem)

Problema: Dat un set de obiecte, fiecare cu o greutate si un beneficiu,
si o capacitate maxima a rucsacului, gaseste cea mai mare valoare totala
posibila fara a depasi capacitatea.

Formulare:
dp[i][w] = valoarea maximé folosind primele ¢ obiecte si capacitate w

dp[i][w] = max (dp[i — 1][w],dp[i — 1][w — weight,] + value;)

9.14.3 3. Drum minim in matrice (Minimum Path Sum)

Problema: Data o matrice cu valori pozitive, gaseste drumul de suma
minima de la stanga sus la dreapta jos, miscAndu-te doar in jos sau la
dreapta.

Formulare:

dpli][j] = matrice[i][j] + min(dp[i — 1][j], dp[][j — 1])

9.14.4 4. Probleme de taiere (Rod Cutting)

Problema: Data o tija de lungime n si preturile pentru bucati de diverse
lungimi, gaseste modul de taiere care maximizeaza profitul.

Formulare:

dp[i] = max (pret[j] + dp[i — j])

X
1<j<i
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10 String Matching

10.1 Introducere

Detectarea similitudinilor intre secventele de date, procedeu denumit in
literatura in limba engleza string matching, reprezinta o tehnica cu o apli-
cabilitate extinsa intr-o gama larga de domenii. String matching este un
caz particular al algoritmilor de detectare a modelelor/tiparelor (pattern
matching), unde tiparul este reprezentat de o secventa finitd de caractere
[1]. Algoritmii de detectare a similitudinilor isi gisesc aplicabilitatea in
procesarea limbajului natural, procesarea imaginilor si vedere artificiala,
transliterarea dialogurilor si alte domenii care presupun procesarea unor
mari cantitdti de date [15]. Acesti algoritmi furnizeazi metode care sunt
utile si in cadrul altor ramuri ale informaticii (ex. proiectare software [5]),
dar si in stiinte conexe. De exemplu, acesti algoritmi pot fi utilizati in do-
meniul calculelor din biologie, de exemplu pentru cautarea unor secvente
specifice n lanturile ADN [8, 6, 16].

Algoritmii de detectare a similitudinilor sunt disponibili pentru a fi
utilizati In viata de zi cu zi pentru mai mult de jumatate din populatia
globului [1] (se face referire la persoanele care au acces la internet in mo-
mentul de fatd), cel putin datoritd unui mare domeniu de aplicabilitate al
acestora: folosirea lor de catre motoarele de cautare pentru a gasi pagini
de internet relevante pentru cuvintele cheie introduse de catre utilizator.

Alte aplicatii ale algoritmilor de detectare a similitudinilor folositi pe
scara larga sunt:

o Functiile de cautare si inlocuire (eng. search and replace) din editoa-
rele de text

e Generarea automata de text pe baza cuvintelor rostite

Algoritmii de detectare a similitudinilor dintre siruri se impart in doua
categorii principale: algoritmi exacti si algoritmi aproximativi. Algoritmii
exacti sunt folositi pentru a cauta un sir contindnd un numar redus de ca-
ractere (denumit in continuare “cuvant” sau “tipar”) in cadrul unei secvente
mai lungi de caractere (denumit in continuare “text”).
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10 String Matching

Algoritmii aproximativi sunt folositi pentru a detecta intr-un text cu-
vinte similare cu tiparul de cdutat (se cautd paronime ale cuvantului de
ciutat). Similitudinile pot fi construite pe baza mai multor operatii cu
siruri sau combinatii ale acestora:

e inserare: dorm — dorim

o stergere: strang — stang
 inlocuire: farsa — falsa

e inserare si inlocuire: carul — calcul
e ctc.

In cadrul acestui capitol se vor analiza in continuare doar algoritmii
exacti de detectare a similitudinilor dintre siruri. Un exemplu de folosire a
unui algoritm naiv de detectare a similitudinilor (care foloseste forta bruta)
este vizibil in Figura 10.1. Acest algoritm presupune deplasarea unei feres-
tre de comparare, cu lungimea egala cu cea a tiparului, de-a lungul textului.
La fiecare deplasare, fiecare caracter al tiparului este comparat cu caracte-
rul corespunzator din cadrul ferestrei de deplasare. Mai multe informatii
despre acest algoritm pot fi gasite In Sectiunea 10.2.

Definitii si conventii de notare

Atat caracterele din cadrul tiparului, cit si caracterele din cadrul textului
apartin unui alfabet ¥ de lungime finita o. ¥* reprezinta setul de siruri
cu lungime finita formate folosind caracterele alfabetului . ¢ este notatia
pentru sirul de caractere gol. € face parte din ¥*.

Corespunzitor notatiilor din [8], lungimea sirului de caractere z este
notatd cu |z|. Concatenarea a doud siruri x si y reprezintd crearea unui
nou sir care cuprinde intai caracterele din z si apoi caracterele din y. Noul
element obtinut prin concatenarea sirurilor de caractere z si y se noteaza
cu zy, avand lungimea |z| + |y|.

Prin termenul cuvdnt se face referire la un grup de caractere pozitionate
consecutiv intr-un text.

Cuvantul z este prefix al cuvAntului y daca existd un cuvint z (care
poate sa fie chiar €, caz in care z = y) astfel incat y = zz. Cuvlntul y este
sufix al cuvAntului z daca existd un cuvlnt z (care poate si fie chiar ¢, caz
in care z = y) astfel incdt ¢ = zy. Exemplificarea notiunilor de sufix si
prefix poate fi observata in Figura 10.2.

Alfabetele pot fi constituite din caractere alfa-numerice (o = a-z, A-
Z, 0-9), numere binare (o = 0,1), etc. Tiparul se noteazi cu z, avind
lungimea m (x[0,1,2,...,m-1]), iar secventa de caractere in care sunt ciutate
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10.1 Introducere

5/6 /442 /91 7 0|6/3|2|8 /719
d=0 |2 ]9 1
d=1 — 2 19 |1
d=2 ——| 2 |9

d=3 = | 2

d=4 — >

o
=

Figura 10.1: Exemplu de aplicare al algoritmului de detectare a similitu-
dinilor dintre siruri care foloseste forta bruta. Fereastra de
compararea se deplaseaza pe rand, cate o pozitie la dreapta,
iar la fiecare pas se compara fiecare caracter al tiparului cu
caracterul corespunzator din text

aparitii ale tiparului se noteaza cu y, avind lungimea n (y[0,1,2,...,n-1]),
m < n. Considerand Figura 10.1, spunem ca d reprezinta deplasamentul
ferestrei de comparare. In cazul Figurii 10.1, atunci cand d este egal cu
4, se recunoaste o aparitie a tiparului in text. Aparitiile tiparului in text
trebuie sa indeplineasca conditia 10.1.

yld + 1] = z[i],Vi € [0.m — 1] (10.1)

Scopul algoritmilor exacti de detectare a similitudinilor dintre siruri
este sa se gaseasca toate deplasamentele d pentru care formula 10.1 este
adevarata. Pe scurt, acesti algoritmi constau In gasirea tuturor aparitiilor
cuvantului z de lungime m intr-un text y de lungime n.

145



10 String Matching

y=/5(64,4/2|9 1

Prefixele lui y sunt: Sufixele lui y sunt:

564 4291 56442 9|1
56 4 4 2 9 6 4 4 2 91
5/6 4 4 2 4 4. 2/9 1
56 4 4 4 2|19 1
56 4 219 1
5 6 9 1
5 1
€ €

Figura 10.2: Evidentierea tuturor prefixelor si sufixelor pentru un sir de
caractere

10.1.1 Exemple de algoritmi de detectare a similitudinilor
dintre siruri

Un algoritm de detectare a similitudinilor intre siruri (DSS) constd intr-o
succesiune de comparatii si deplasari ale tiparului de-a lungul textului care
ar putea contine modelul respectiv. Scopul unui algoritm eficient este dimi-
nuarea efortului realizat pentru fiecare comparatie si reducerea numarului
de comparatii efectuate in vederea detectarii aparitiilor tiparului in text.
Pentru a se ajunge la aceste deziderate, majoritatea algoritmilor de DSS
pre-proceseaza tiparul si tin cont de rezultatul unora dintre comparatiile

146



10.2 Algoritmul naiv de detectare a similitudinilor intre siruri

Numele Timpul de Timpul teoretic Timpul uzual
algoritmului preprocesare de executie de executie
Algoritmul naiv 0 O((n-m+1)xm)  O((n-m+1)xm)
Rabin-Karp O(m) O((n-m+1)xm) O(n+m)
Automat de stari O(mxo) O(n) O(n)

Tabela 10.1: Timpii de preprocesare si de executie pentru algoritmii
analizati

precedente atunci cand creste valoarea deplasamentului d si o noua parte
a textului este procesata.

Majoritatea algoritmilor DDS functioneaza prin deplasarea unei “feres-
tre” de comparare de-a lungul textului in care trebuie identificate aparitiile
tiparului. In algoritmii prezentati in acest capitol, fereastra de comparare
se deplaseaza de la stanga la dreapta. Cu exceptia algoritmului naiv care
foloseste “forta bruta”, toti algoritmii prezentati in cadrul acestui capitol
realizeaza Intdi o preprocesare a tiparului, iar numai apoi cauta aparitiile
tiparului in text.

In cadrul acestui capitol sunt prezentati trei algoritmi de detectare a
similitudinilor intre siruri, a caror timpi de executie sunt enumerati in Ta-
belul 10.1. Timpul total de rulare a unui algoritm reprezinta suma timpilor
de preprocesare si de executie.

10.2 Algoritmul naiv de detectare a
similitudinilor intre siruri

Caracteristici principale:
e Algoritmul nu are nevoie de o etapa de preprocesare.
o Timpul de ciutare este de O((n-m+1)xm)
o Fereastra de comparare se muta cu o pozitie la fiecare iteratie.

o deplasarea ferestrei de comparare se poate face atat de la dreapta la
stanga, cat si de la stdnga la dreapta.

Acest algoritm presupune deplasari succesive ale ferestrei de comparatie,
cu cate o pozitie, de-a lungul textului. La fiecare deplasare, se compara ca-
racterele tiparului cu caracterele corespunzatoare din sirul de cautat. Pse-
udocodul pentru acest algoritm este vizibil In cadrul Algoritmului 49.

147



10 String Matching

Algoritm 49 Algoritmul naiv de cautare a aparitiilor tiparului intr-un text

1

2:
3:

10:

11:
12:
13:
14:

: procedure NAIVE-SEARCHING(y, ,n, m)
for i < 0,n —m do > se parcurg caracterele textului
inegalitate < 0 > se initializeaza cu 0 variabila care

va ardta daca doud caractere care ar fi trebuit sa fie egale la o aparitie
a tiparului 1n text sunt diferite
for < 0,m —1do > se parcurg caracterele tiparului
if y[i]# x[j] then
inegalitate < 1 > daca doua caractere corespunzatoare
nu au fost egale, se marcheaza faptul ca tiparul nu apare pe pozitiile la
care a ajuns fereastra de comparatie
end if
end for
if inegalitate = 0 then
afiseaza “S-a gasit o aparitie a tiparului care Incepe la pozitia”
7 “din text"
end if
end for
return NULL
end procedure

Algoritmul 49 se desfdsoard intr-un timp de O((n-m+1)x m). Acest

timp se poate diminua In aplicatiile reale, daca se introduce o directiva de
iesire din bucla (break) in blocul dacd....atunci de la liniile 5..7. Totusi,
pentru cazul in care se cautd un sir £=99...99, |z| = m, intr-un sir y =

99

...99, |y| = n, se atinge timpul maxim de rulare al algoritmului. Dacd m
n/2, timpul de rulare devine O(n?) [3].

10.3 Algoritmul Rabin-Karp

Caracteristici principale:

14

e Pentru cautarea aparitiilor tiparului in text, acest algoritm foloseste
o functie de dispersie (numita si functie de rezumat - eng. hash func-
tion).

o Timpul de preprocesare este de O(m)
o Timpul maxim de ciutare este de O(nxm)

o Timpul obisnuit de cautare este de O(n + m)
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10.3 Algoritmul Rabin-Karp

Folosirea functiei de dispersie face trecerea de la compararea fiecarui
element al tiparului cu elementul corespunzitor al textului (a se vedea
Figura 10.1) la compararea rezultatului functiei de rezumat aplicatd asupra
tiparului cu rezultatul functiei de rezumat aplicata asupra ferestrei de text
existenta in fiecare iteratie. Functiile de dispersie trebuie si aiba un grad
ridicat de discriminare, ceea ce inseamna ca functia trebuie sa returneze
acelasi rezultat pentru un numar cat mai restrans de intrari diferite. O
functie comuna de dispersie este extragerea restului rezultat din impartirea
numarului echivalent unui cuvant la un impartitor predefinit (notat cu ¢ in
ecuatia 10.3 [5]); pentru baza 10, variabila baza se va inlocui cu numarul 10.
Numarul se poate calcula pe baza caracterelor numerice dintr-un cuvant de
lungime m care fac parte din baza 10 folosind regula lui Horner (formula
10.2) [3].

numar__calculat = a[m — 1] + 10 x (a[m — 2] 4+ 10x
x(a[m — 3] + .... 4+ 10 x (a[1] + 10 x a[0])...))) (10.2)

Cu cat impartitorul este mai mare, cu atat functia de dispersie este mai
performanta, dat fiind faptul ca 1i creste gradul de discriminare.

hash(al0..m — 1]) = (a]0] x baza™ ' + a[1] x baza™ *+

_ (10.3)
+al2] x baza™ 3 + .... + a[m — 1] x baza®) modulo q
Valoarea functiei de dispersie, atunci cand fereastra de comparatie se
deplaseaza spre dreapta cu o pozitie, se poate calcula eficient din punct
de vedere al timpului, pe baza valorii calculate la pasul anterior, folosind
formula 10.4 [5]. Cu a este notat caracterul care nu mai este cuprins de
fereastra de deplasare in iteratia curenta a algoritmului, cu b este notat
noul caracter cuprins de fereastra de deplasare, baza reprezintd baza in
care se lucreaza, iar h reprezinta rezultatul aplicarii functiei de dispersie
din iteratia anterioara a algoritmului. In Figura 10.3 este prezentat un
exemplu de aplicare a formulei 10.4.

rehash(a,b, h,baza) = ( (h—a x baza™™ ')  xbaza + b) modulo q

se elimind caracterul din stanga

se adauga caracterul din dreapta

(10.4)

Algoritmul Rabin-Karp presupune compararea rezultatului aplicarii functiei

de dispersie (denumit In continuare codul hash) asupra tiparului cu codul
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w
N
(0]
~N
(o)

5/6/4,412|9|1|7|0]6

iteratia anterioara

L J

h=20(q=23) baza = 10

iteratia curenta

L J

rehash = 7 (q=23)

Figura 10.3: Exemplu de calcul al rezultatului functiei de dispersie pentru
o noud pozitie a ferestrei de deplasare (d=5). Fereastra de de-
plasare este compusa din 6 caractere care formeaza un numar.
Din acest motiv s-a putut folosi functia modulo ca functie de
dispersie, unde impartitorul are valoarea 23.

hash al fiecarei secvente de caractere demarcata prin deplasarea ferestrei de
comparatie. In momentul in care se intlneste o egalitate, se compari fie-
care caracter al tiparului cu caracterele corespunzatoare ale textului pentru
a se valida sau a se invalida gasirea unei noi potriviri a tiparului in text.
Pseudocodul algoritmului Rabin-Karp, adaptat dupa [3], se regdseste in
Algoritmul 50.
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10.3 Algoritmul Rabin-Karp

Algoritm 50 Algoritmul Rabin-Karp corectat

1: procedure RABIN-KARP(y, z, baza, q)

2 m «+ lungime(x) > lungimea tiparului

3: n < lungime(y) > lungimea textului

4 h < baza™ ! mod ¢

5 nr_tipar < 0 > se initializeaza numarul care va reprezenta
valoarea numerica a tiparului

6: nr_fd<+0 > se initializeaza numarul

care va reprezinta valoarea textelor incadrate de fereastra de deplasare
la fiecare iteratie a algoritmului

7 for i+ 0,m —1do

8: nr__tipar < (baza x nr_tipar + z[i]) mod ¢

9: nr_fd « (baza x nr__fd + y[i]) mod ¢

10: end for

11: for d <+ 0,n —m do

12: if nr_tipar = nr__fd then

13: inegalitate < 0

14: for i < 0,m — 1 do

15: if y[d + 7] # z[i] then

16: inegalitate < 1

17: break

18: end if

19: end for

20: if inegalitate = 0 then

21: afiseaza ,,S-a gasit o aparitie a tiparului care Incepe la
pozitia” d ,din text”

22: end if

23: end if

24: if d <n—m then

25: nr_fd <+ ((nr_fd —y[d] x h) X baza + y[d + m]) mod q

26: if nr_fd <0 then

27: nr_fd<+nr_fd+q

28: end if

29: end if

30: end for

31: end procedure

Preprocesarea care se face la inceputul rularii algoritmului consta in
calculul functiei de dispersie pentru tiparul a carui aparitii trebuie cau-
tate In text (liniile 7-10 in Algoritmul 50. Aceastd etapd are complexitatea
O(m). Pentru un maxim de eficientd, se calculeaza in acelasi timp si functia
de dispersie a cuvantului format din primele m caractere din text (linia 9).
Referitor la liniile 8 si 9, se observa ca se aplica operatia modulo dupa fi-
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ecare adunare; acest lucru este benefic deoarece operatiile cu numere mai
mici sunt efectuate mai rapid; atat aplicarea operatiei modulo dupa fiecare
adunare, cat si aplicarea operatiei modulo doar dupa calculul complet al
unui numar returneaza acelasi rezultat. De asemenea, tot din cadrul pre-
procesirii face parte calculul termenului baza™ ! care are complexitatea
O(lg(m)) [8] (linia 4 din 50). Deoarece O(lg(m)) « O(m), vom considera
timpul total de preprocesare ca fiind O(m).

Bucla for de la liniile 11-29 este folosita pentru parcurgerea textului in
vederea cautarii aparitiilor tiparului. Fereastra de deplasare este mutata
cu céte o pozitie la dreapta. Codul hash (rezultatul functiei de dispersie)
al tiparului este comparat cu codul hash al cuvantului delimitat de fereas-
tra de deplasare (linia 12). Daci cele doud coduri sunt egale, se trece la
compararea, caracter cu caracter, a tiparului cu respectivul cuvant (lini-
ile 14-19). Daca cele doud cuvinte sunt identice, se constati gisirea unei
aparitii a tiparului in text (liniile 20-21). Dup4 ce s-a terminat procesarea
cuvantului de la pozitia curenta a ferestrei de deplasare, se calculeaza codul
hash al cuvantului obtinut prin deplasarea ferestrei la dreapta cu o pozitie
(linia 25). Conditia de la linia 24 evitd accesarea caracterului y[n] care este
caracterul null.

Acest proces se repetd pana cind fereastra de deplasare s-a suprapus
cu ultimele m caractere din text.

Timpul de ciutare in cazul algoritmului Rabin-Karp este O(m x (n-
m+1)), insd pentru un m mult mai mic decdt n (n«m), acesta poate fi
aproximat la O(m x n) in cazul cel mai defavorabil, in care se cautd un
sir £=99...99, |z| = m, Intr-un sir y = 99...99, |y| = n, m < n. Totusi, in
situatiile intalnite In mod curent, unde exista un numar limitat de potriviri
p, cAutarea se poate realiza intr-un timp de O(n + p xm) = O(n+m).

Pentru a se evidentia importanta alegerii functiei de dispersie, se ana-
lizeaza cele doua exemple de mai jos referitoare la aplicarea algoritmu-
lui Rabin-Karp. Textul y si tiparul z sunt identice in cadrul celor doua
exemple. In Figura 10.4, aferentd primului exemplu, este reprezentati
functionarea algoritmului Rabin-Karp atunci cadnd functia de dispersie re-
prezinta operatia “modulo” iar impartitorul are valoarea 7. Se observa ca
tiparul are codul hash 0. Alte cinci combinatii de cifre au acelasi cod 0.
Asadar, timpul de cautare in acest caz este O(n + 6m), deoarece, pe langa
parcurgerea textului, se compara de sase ori caracter cu caracter tiparul
cu textul evidentiat de fereastra de deplasare. Prin urmare, se constata ca
functia de dispersie aleasa nu a fost un bun discriminant.

In Figura 10.5, aferenti celui de-al doilea exemplu, este reprezentata
functionarea algoritmului Rabin-Karp atunci cand functia de dispersie este
din nou operatia “modulo” iar impartitorul are valoarea 11. Se observa
ca tiparul are codul hash 8. Doar o singura combinatie de cifre a avut un
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10.3 Algoritmul Rabin-Karp

Figura 10.4: Aplicarea algoritmului Rabin-Karp pe un sir de caractere nu-
merice, avand functia de dispersie modulo 7

cod hash identic. Asadar, timpul de cadutare in acest caz este O(n + 2m),
ceea ce Inseamna ca timpul de calcul pentru cautarea tuturor aparitiilor
tiparului in text a fost redus.

Figura 10.5: Aplicarea algoritmului Rabin-Karp pe un sir de caractere nu-
merice, avind functia de dispersie modulo 11

Aceste exemple simple, scalate la sarcini de complexitate mult mai
mare, demonstreaza ca eficienta algoritmului Rabin-Karp este in stransa
legatura cu capacitatea de discriminare a functiei de dispersie.

Desi in acest capitol nu s-a vorbit decat despre aplicarea algoritmului
Rabin-Karp pe siruri de caractere numerice, acest algoritm poate fi aplicat
si pe siruri continand alte tipuri de caractere. Conditia este sa se foloseasca
o functie de dispersie compatibila cu analiza datelor respective.
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10.4 Cautarea similitudinilor folosind un automat
cu un numar finit de stari

Exista diferiti algoritmi care folosesc un automat cu stari finite pentru a
detecta similitudini intre siruri [8]. Unul dintre algoritmii respectivi este
prezentat in cadrul acestui capitol. Nucleul acestor algoritmi, automatul cu
un numar finit de stéri (eng. Finite State Machine - FSM), se caracterizeaza
prin cinci parametri (Q, qg, T, X si E) :

e Q reprezintd multimea starilor
e (o € Q este starea initiala

o« T C Q este setul de stari terminale (in abordarea de fatd exista o
singurd stare terminald)

e Y este alfabetul din care fac parte caracterele trimise la intrarea auto-
matului cu un numar finit de stari

e E reprezinta multimea tranzitiilor care pot avea loc in cadrul auto-
matului de stari. d reprezinta functia care modeleaza fiecare tranzitie
in parte. §: Q X ¥ — Q ; o tranzitie este notatd cu (g, a, g, ), unde
3(ge, @) = qu. Q. reprezinta starea curentd a automatului, a reprezinta
caracterul furnizat la intrarea automatului si g, reprezinta starea ur-
matoare in care ajunge automatul dupa procesarea intrarii a.

Un exemplu de automat cu trei stari si tabelul tranzitiilor aferente
acestuia se gaseste in Figura 10.6.

Caracteristicile principale ale algoritmului de detectare a similitudinilor
intre siruri prezentat in cadrul acestui capitol sunt [5]:

e In faza de preprocesare, algoritmul construieste automatul cu un nu-
mar finit de stari necesar in recunoasterea unui tipar intr-un text.

e Timpul de preprocesare este de O(m xo), o reprezentind numéarul
caracterelor din alfabetul ¥ (o = |X|).

o Timpul de ciutare este de O(n) dacd automatul este stocat intr-un
tabel cu acces direct (elementele din tabel pot fi accesate pe baza
cheilor corespondente ale acestora), sau o complexitate de O(n X
log(o)), altfel.

Pentru a ciuta un cuvant (tipar) “x” folosind un automat, trebuie mai
intai si se construiascd un automat finit determinist (AFD) A(x) = (Q, qo,
P, T, X, E) care este caracterizat de urméatoarele aspecte [5]:

o automatul poate avea ca stari elemente sau compusi de elemente ale
alfabetului X
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Intrari

Stare curenta ‘ a ‘ b
0[0|1

1121

21011

(a) (b)

Figura 10.6: (a) Diagrama corespunzitoare unui automat cu trei stiri, pen-
tru care sunt evidentiate toate tranzitiile posibile, ca urmare
a aplicarii la intrarea AFD-ului a valorilor a sau b. Starea 2
reprezinta starea terminala. De céte ori se ajunge in starea
terminala, Tnseamna ca s-a gasit in text o potrivire a tiparului
(care in acest caz este format din caracterele ba).
(b) Descrierea tabelard a automatului. De exemplu, daci
AFD-ul este in starea 1 si primeste valoarea a la intrare, acesta
va intra in starea 2.

e Q=1{0,1,2 .., m}

e q =0

o P (multimea prefixelor cuvdntului “x”) = {e, x[0], x[0..1], x[0..2], ...,
x[0..m-2], x[0..m-1]}

¢ T = {m}

o daci p € P (p este un prefix al cuvAntului z), q. este starea in
care ajunge automatul dupa parcurgerea caracterelor din p si a € X,
tranzitia (q., a, pa) € E dacd si numai dacd pa este tot prefix al lui
x. Altfel tranzitia (qc, a, n) € E, astfel incit n este cel mai lung sufix
al lui pa care este, de asemenea, prefix al cuvantului z.

Conform [8], unui automat A cu un numar finit de stari i se asociazd o
functie ¢, numitd functie de detectare a starii terminale (starea terminala
este starea in care se valideaza o aparitie a tiparului in text), ¢ : ¥* — Q.
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Functia ¢(z) returneazi starea in care ajunge automatul dupd ce caracte-
rele din cuvantul z sunt trimise in ordine la intrarea AFD-ului. Astfel, se
considerd gdsitd o aparitie a tiparului in text in situatiile in care ¢(z) € T.
Functia ¢ se poate defini recursiv folosind relatiile 10.5 [8].

¢(e) = qo,

d(za) = 6(¢(2),a),2 €S*,a €Y (10.5)

AFD-ul A(x) poate fi construit in timpul O(m + o) si in spatiul O(m
x o). Dupa ce automatul de stéri a fost construit, ciutarea cuvantului z in
sirul de cautat se poate realiza intr-un timp de O(n). De fiecare datd cand
se atinge starea terminala, se semnaleaza o potrivire intre tipar si ultimele
m caractere procesate din text [5].

Pentru a exemplifica acest algoritm, se da tiparul a v 8 a « v care
trebuie cautat in textul @« 8 v o v 8 a a v B B. Pentru situatia de
fata, se considera un alfabet format din primele trei litere ale alfabetului
grecesc: a 3 . In faza de preprocesare se creeazi automatul corespunzator
tiparului, vizibil in Figura 10.7.

Figura 10.7: Automatul cu stari finite realizat pentru cdutarea tiparului
ayfaay

Starea 6 este starea terminald. De fiecare data cand aceasta stare este
atinsd, Inseamna ca s-a gasit o noua aparitie a cuvantului de cautat in text.
Arcele reprezentate in Figura 10.7 sunt marcate cu caracterul a care sta la
generarea acestora, fiind descrise de citre functia generica care determina
setul de tranzitii asociat automatului: 6(gc,a) = ¢, [8]. Arcele orientate de
la stdnga la dreapta corespund identificarii in text, in ordine, a cdte unui
caracter din tipar. Arcele orientate de la dreapta la stdnga sunt folosite
atunci cand caracterele din text nu continua structura tiparului validata
de caracterele anterior ajunse la intrarea AFD-ului (exceptie face arcul
desenat cu linie punctatd). Acestea sunt dispuse astfel incit, la fiecare
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intrare procesata de catre automat, sa se ajunga in starea corespunzatoare
celui mai lung prefix al tiparului care se poate forma din valorile caracterelor
venite pana in acel moment. De exemplu, daca automatul este In starea
4, si caracterul y este urmatoarea valoare furnizata, automatul se va muta
in starea 2. Astfel, desi nu a venit la intrarea automatului caracterul «,
care ar fi permis atingerea starii 5, automatul nu s-a intors la starea 0 ci a
cautat care este cel mai lung sufix al tiparului, care poate fi obtinut folosind
secventa de intrari existenta. Formula 10.6 permite aflarea celui mai lung
prefix al tiparului z din cadrul sirului de intrari S[1..m].cmlip este abrevierea
pentru cel mai lung prefiz, iar Sy reprezinta sirul de valori S[0, 2, ...k-1].
Evident, k<m, deoarece prefixul unui cuvant nu poate fi mai lung decat
cuvantul Insusi.

emlp(z) = max{k : x = Sz, Z*G >}, (10.6)
emlp(x) : ¥ — P

Arcul din 10.7 desenat cu linie punctata arata o situatie interesanta.
Daca dupa detectarea unei aparitii a tiparului in text la intrarea automa-
tului se da caracterul 8, automatul va ajunge in starea 3. Astfel, exista
posibilitatea ca doua aparitii din text ale tiparului sa se intrepatrunda,
partajand caracterele a .

Urménd exemplele din [3], in Figura 10.8a se prezinta tabelul tranzitiilor
asociate automatului (definit prin functia ¢), iar in Figura 10.8b se aratd
starile prin care trece automatul descris in Figura 10.7 primind caracterele
din textul y dat ca exemplu.

Pseudocodul pentru etapa de preprocesare (etapa de construire a auto-
matului cu numér finit de stdri) este vizibil in Algoritmul 51 preluat din

[8]-
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Intrari/starea
urmatoare
Starea curenta | o | B8 | v | Caracterele tiparului
01|10 |0«
1/1]0]2]~
21113 |0]|p
(a) 3/4/0/0]a
415102 |«
5100 |6~
611103
(b) i - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
vl - @ B v a v B a a vy B
oTH): 0 1 0 0 1 2 3 4 5 6 3

Figura 10.8: (a) Tabelul contine intregul set de tranzactii posibile (no-

tat cu E), obtinut prin calculul functiei & pentru toate
combinatiile posibile intre starile automatului si intrarile aces-
tuia) corespunzator automatului finit de stari asociat tiparului
a v B a a . Cu caractere ingrosate s-au marcat rezulta-
tele functiei § care sunt favorabile in ceea ce priveste gasirea
aparitiilor tiparului in text.
(b) Pentru fiecare pas al parcurgerii textului y folosind itera-
torul 4, functia ¢(¢) aratd in ce stare a ajuns automatul. Cu
caracter ingrosat a fost marcatd starea terminald. Au fost
subliniate caracterele din sirul y care constituie tiparul z.

Algoritm 51 Calculul functiei de tranzitie a automatului asociat tiparului
z cu alfabetul ¥

1: procedure CALCUL_ DELTA(z, X))
2 m <+ lungime(x)
3: for g <+ 0,m do
4 for fiecare caracter a € ¥ do
5 k < min(m,q + 1) > Cea mai mare lungime posibila a
prefixului
while z[0..k — 1] nu este sufix al sirului z[0..g — 1]a do
7 k < k —1 > Reducem lungimea pana gasim cel mai lung
prefix-sufix
8: end while
9: 0(gq,a) < k
10: end for
11: end for
12: return §

13: end procedure
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Etapa de preprocesare presupune parcurgerea tiparului de la stanga la
dreapta (se poate folosi ca suport Figura 10.7), stare cu stare (linia 3 din
algoritmul 51. Pentru fiecare stare a automatului, se analizeaza toate carac-
terele care pot reprezenta intrri ale automatului (linia 4), determindndu-se
astfel toate tranzitiile posibile. Pentru claritatea imaginii, in Figura 10.7
nu s-au mai reprezentat tranzitiile catre starea initiala. Lungimea unui pre-
fix a unui cuvdnt z nu poate fi mai mare decat insasi lungimea cuvantului
(in cazul de fatd m). Conform liniei 5, avAndu-se in vedere si Figura 10.7,
lungimea unui prefix al tiparului este datd de numarul starii ultime din
automatul aferent tiparului atinse de prefix (de exemplu, prefixul a v S,
care se desfasoara intre starile 0 si 3 ale automatului exemplificat are lun-
gimea de 3 caractere). Din cadrul fiecarei stari, in functie de intrarea care
ajunge la automat, se cauta prin intermediul linilor 6-8 cea mai avantajoasa
stare din care, odata ajuns, automatul sa aiba de parcurs un numar cat mai
mic de pasi catre starea terminala care denota o noua aparitie a tiparului.
Starea gasita reprezinta rezultatul functiei de tranzitie care are ca parame-
trii starea curentd si caracterul analizat apartinand alfabetului 3 (linia 9).
Complexitatea etapei de preprocesare este de O(m?3 x o). Buclele for din
Algoritmul 51 au complexitatea de O(m x o), bucla while are complexita-
tea m+1, iar propozitia "rj nu este prefix pentru x4a" are o complexitate
maxima egald cu m [8]. Totusi, literatura de specialitate arata ca faza
de preprocesare pentru acest algoritm poate fi redusa la complexitatea de
O(m x o).

Odata construit automatul finit de stari corespunzator cuvantului de
cautat in text, aparitiile tiparului In textul y se pot descoperi facil intr-un
timp de O(n), conform Algoritmului 52, adaptat dupa [8].

Algoritm 52 Cautarea aparitiilor tiparului z in textul y

1: procedure CAUTAREA_POTRIVIRILOR__ TIPARULUI(y, 0, m)

2 n < lungime(y)

3 q < 0 Commentstarea initiala este 0

4: for i+ 0,n—1do > se parcurg caracterele textului y
5 q < 6(q,yli])

6 if q=m-1 then

7 afiseaza “S-a gasit o aparitie a tiparului care incepe la
pozitia” (q-m+1) “din text”

: end if

end for

10: return NULL

11: end procedure

© ®

In Algoritmul 52, la liniile 4-9 se parcurge fiecare caracter al textului y.
Aceste caractere sunt considerate intrarile automatului si, pe baza fiecarei
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10 String Matching

intrari si a starii curente, se determind urmatoarea stare (linia 5). Cand
indexul starii este egal cu numarul de elemente din tipar, inseamna ca s-a
gaisit o noud aparitie a tiparului in text (linia 6).

10.5 Aplicatii ale algoritmilor de cautare in siruri
de caractere

Algoritmii de cautare in siruri de caractere, precum algoritmul Rabin-Karp
si metodele bazate pe automate finite, au o multitudine de aplicatii prac-
tice in diverse domenii, cum ar fi informatica, bioinformatica, securitatea
informationald si multe altele. In continuare, sunt prezentate citeva dintre
cele mai relevante utilizari:

10.5.1 Motoare de cautare si baze de date textuale

Unul dintre domeniile fundamentale in care algoritmii de cautare sunt
folositi intensiv este reprezentat de motoarele de ciutare (precum Google,
Bing) si bazele de date textuale. Acesti algoritmi faciliteaza identificarea
rapid3 si eficientd a unui tipar (cuvant sau frazd) in volume mari de date.

10.5.2 Detectarea plagiatului

Instrumentele de detectare a plagiatului se bazeaza adesea pe algoritmi
de cautare in text. Algoritmul Rabin-Karp, de exemplu, poate verifica
rapid existenta unor secvente identice de text intre doua sau mai multe
documente, facilitind identificarea continutului copiat fara referinta cores-
punzatoare.

10.5.3 Bioinformatica

In analiza genetici si genomici, algoritmii de ciutare sunt cruciali pentru
identificarea secventelor ADN sau ARN specifice in baze de date uriase. Al-
goritmii bazati pe automate finite sunt utilizati frecvent pentru detectarea
rapida a unor tipare complexe 1n secvente biologice.
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10.5 Aplicatii ale algoritmilor de cautare in siruri de caractere

10.5.4 Securitatea informationala si antivirus

Solutiile antivirus si cele de securitate utilizeaza algoritmi de cautare pentru
detectarea semnaturilor virale in fisiere si in fluxurile de date. Algoritmul
Rabin-Karp si automate finite sunt eficiente pentru a identifica rapid si
precis secventele suspecte de cod malicios.

10.5.5 Procesarea limbajului natural (NLP)

In NLP, algoritmii de ciutare sunt folositi pentru identificarea entititilor,
analiza sentimentelor si extragerea informatiilor relevante din texte nestruc-
turate. Automatizarea acestor procese depinde fundamental de capacitatea
algoritmilor de a gasi rapid si eficient tiparele dorite.

10.5.6 Editarea si analiza textului

Editorii de texte avansati, IDE-urile si instrumentele de analiza a codu-
lui sursa folosesc algoritmi de cautare pentru a permite utilizatorilor sa
gaseasca rapid fragmente specifice de text, facilitdnd navigarea si manipu-
larea eficientd a informatiilor.

Prin intermediul acestor aplicatii, algoritmii de cautare in siruri de
caractere demonstreaza importanta lor In gestionarea si analiza datelor in
era digitala.
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11 Programarea Liniara

11.1 Introducere

Programarea liniara este o metoda matematica utilizata pentru a optimiza
(maximiza sau minimiza) o functie obiectiv de forma liniara, sub un set
de constrangeri exprimate tot prin inegalitati liniare. Aceasta se aplica
in numeroase domenii practice, cum ar fi logisticd, economie, planificare
politica si inginerie.

11.2 Exemplu motivational: campanie electorala

Presupunem ca un politician doreste sa castige alegerile intr-un district
impartit in trei regiuni: urbana, suburbana si rurald, cu un numar de ale-
gatori Inregistrati de 100.000, 200.000 si respectiv 50.000. Scopul este de a
obtine cel putin jumatate din voturi in fiecare regiune.

Fiecare politica promovata influenteaza in mod diferit alegatorii, con-
form urmétorului tabel (mii de voturi cistigate per 10008 cheltuiti):

Politica Urban Suburban Rural
Apocalipsa Zombie -2 5 3
Rechini cu laser 8 2 -5
Autostrazi pentru masini zburatoare 0 0 10
Delfinii voteaza 10 0 -2

Fie x1, 2, 23, x4 sumele (in mii de dolari) alocate pentru fiecare politica.
Problema se traduce intr-un program liniar de forma:

Functia obiectiv (minimizare cost):

minimizeaza Z = x1 + x9 + 3 + 24

162



11.3 Reprezentare grafica

Constrangeri:

3581 — 5932 + 10:173 — 2:124 Z 25

—2x1 4+ 8x9 + 10x4 > 50

(voturi urbane
5x1 + 222 > 100 (voturi suburbane
(voturi rurale

)
)
)
)

X1,T2,23,%4 20 (non-negativitate

11.3 Reprezentare grafica

Pentru o problema simplificatd cu doud variabile, putem vizualiza regiu-
nea fezabila si liniile de nivel ale functiei obiectiv. Diagrama de mai jos
ilustreaza un astfel de exemplu:

80

70

60

30

Proiectia regiunii fezabile in planul (x1, x2) (cu x3 = x4 =0)

-2 + 8X2 = 50

Figura 11.1: Regiunea fezabila si liniile functiei obiectiv 1 + 22 = ¢

In acest caz s-a ales, pentru simpla intelegere a cititorului, x3, x4 fiind 0
pentru a putea reprezenta vizual in spatiul 2D al primei inegalitati. Putem
extinde aceasta vizualizare in spatiul 3D prin incluziunea unei noi ecuatii
ce vizeaza x3 lasand x4 egal cu 0.
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11 Programarea Liniara

Figura 11.2: Suprafata fezabild in spatiul tridimensional (z1,z2,23), cu
Ty = 0

Figura 11.2 reprezinta regiunea fezabila corespunzatoare unei probleme de
programare liniard In care sunt luate in considerare doar trei dintre cele
patru variabile decizionale, presupunand ca x4 = 0.

Modelul implica urmatoarele constrangeri:

—2x1 + 8z9 > 50 (voturi urbane)
521 + 2x9 > 100 (voturi suburbane)
3x1 — bxg + 10z5 > 25  (voturi rurale)
T1,%2,23 >0

Suprafata vizibila este intersectia acestor semispatii intr-un domeniu tridi-
mensional (z1, 23, x3). Colturile regiunii corespund punctelor extreme posi-
bile ale solutiilor fezabile, iar forma acestei suprafete reflecta interactiunea
geometrica dintre constrangeri.

11.3.1 Solutii si algoritmi

Cele mai utilizate metode pentru rezolvarea programelor liniare sunt:
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11.4 Algoritmul Simplex

e Algoritmul simplex — eficient in practica, dar are cazuri rare cu
timp de executie exponential;

e Algoritmii cu punct interior (Interior-Point) — ruleaza in timp
polinomial si ruleaza bine pe inputuri mari;

e Algoritmul elipsoidal — primul cu timp polinomial, dar ineficient
in practica.

11.4 Algoritmul Simplex

Algoritmul Simplex, introdus de George Dantzig in 1947, este una dintre
cele mai utilizate metode pentru rezolvarea problemelor de programare lini-
ard. El functioneaza prin parcurgerea varfurilor politopului definit de con-
strangerile problemei, in directia cresterii (sau descresterii) functiei obiec-
tiv.

11.4.1 Forma standard

O problema de programare liniara trebuie mai intai adusa in forma stan-
dard:

maximizeazd,/minimizeazi z = ¢’z

sub constrangerea Ax <b, x>0

Aceasta este transformata intr-un sistem de egalitati prin introducerea
variabilelor de exces (slack):

Ar+s=b, x,5>0

O variabila de exces este una ce permite reinlocuirea practic a unei inegalitati
cu o ecuatie.

11.4.2 Tabelul Simplex

Problema este rescrisd sub forma unui tabel (Simplex tableau) in care:
« fiecare linie corespunde unei constrangeri;
e prima linie corespunde functiei obiectiv;

« coloanele contin coeficientii variabilelor si termenii liberi.
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11 Programarea Liniara
Operatia de pivotare

Pivotarea consta in alegerea unei variabile care intrd in baza si a uneia care
iese, apoi actualizarea tabelului pentru a reflecta noua solutie fezabila de
baza. Alegerea pivotului:

e Se selecteaza coloana cu cel mai negativ coeficient din functia obiec-
tivd (pentru maximizare);

e Se aplica regula raportului minim pentru a alege linia.

11.4.3 Vizualizare geometrica

Geometria problemei Simplex de minimizare
—— X1 +2x24
-=- 3x1+2x;26
— xi1+tx2=4

Regiune fezabila

X2

Figura 11.3: Geometria regiunii fezabile si a functiei obiectiv pentru o pro-
blema de minimizare

Figura 11.3 reprezinta vizualizarea geometrica a unei probleme de minimi-
zare a functiei obiectiv z = x1 + 2, sub urmatoarele constrangeri:

.’£1+2$2 24
3x1+2x9 > 6
x1, 22 >0
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11.4 Algoritmul Simplex

Zona umbrita in albastru deschis reprezinta regiunea fezabila, adica
multimea tuturor solutiilor posibile care satisfac simultan toate constran-
gerile. Linia rosie 1 + 22 = 4 este o linie de nivel a functiei obiectiv si
arata o valoare constanta a acesteia.

Pentru a gasi solutia optima, algoritmul Simplex se deplaseaza de-a
lungul muchiilor regiunii fezabile catre varfurile unde functia obiectiv atinge
valoarea minima.

In figura de mai sus, fiecare intersectie de restrictii defineste un varf al
regiunii fezabile. Algoritmul Simplex porneste de la un astfel de varf si se
deplaseaza de-a lungul muchiilor catre cel care ofera o valoare mai buna a
functiei obiectiv.

11.4.4 Fazele algoritmului

1. Faza I: se determina o solutie fezabila de baza, eventual folosind
variabile artificiale.

2. Faza II: se maximizeazad (sau minimizeazd) functia obiectiv, pornind
de la solutia initiala.

Transformarea in forma standard

Pentru a transforma restrictiile in egalitati, addugam variabile de exces si
artificiale:

x1+2x2—31+a1:4
35814’2.%27524’0,2:6

T1,T2,51,52,01,02 Z 0

11.4.5 Faza | - Minimizarea lui W = a; + a»

Scopul fazei I este eliminarea variabilelor artificiale si determinarea unei
solutii fezabile.
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11 Programarea Liniara

Tabelul initial

Baza | x1 22 s$1 s» a1 a9 | RHS
a 1 2 -1 0 1 0 4
as 3 2 0 -1 0 1 6
W 4 -4 1 1 0 0] -10

Se alege 7 pentru pivotare (coeficient negativ maxim in linia W). Se

calculeaza raportul minim:

4
|

6 . . .
1 , — =2 = ay iese, x; intra in baza

Dupa pivotarea pe linia a_2, coloana x_1:

Baza | 1 To $1 So a1 as RHS
ay 0 4/3 -1 1/3 1 -1/3 2
1 1 2/3 0 -1/3 0 1/3 2
%% 0 -4/3 1 1/3 0 4/3 -2

Cum pivotam pe linia ay, coloana z,? In acest pas al algoritmului Sim-
plex (Faza I), identificim variabila x1 ca avand coeficientul cel mai negativ
in functia obiectiv W. Calculam raporturile minime pentru a decide cine

iese din baza:

4 6
1= 4 (pentru ay), 3= 2 (pentru as) = as iese, x; intra in baza

Pas 1: Normalizarea liniei pivot (L2) Impartim linia 2 la coeficientul
pivotului (3), obtinénd:

Noua linie x; devine:

Baza ‘ Ty X2 S So a;  as ‘RHS
zo |1 2/3 0 -1/3 0 1/3| 2
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11.4 Algoritmul Simplex

Pas 2: Actualizarea celorlalte linii Elimindm x; din linia aq:

Noua a; =a; —1-x3

=[1,2,-1,0,1,0,4]—[1,2/3,0,—1/3,0,1/3,2] = [0,4/3,—-1,1/3,1,—1/3, 2]
Eliminam z; din functia obiectiv W:

Noua W =W — (—4) - 21 =W +4 24
= [—4,-4,1,1,0,0,—10]+4-[1,2/3,0,—1/3,0,1/3,2] = [0,—4/3,1,1/3,0,4/3, —2]

Tabelul dupa pivotare

Baza | 2 To S1 So ai a9 RHS
ay 0 4/3 -1 1/3 1 -1/3 2

1 1 2/3 0 -1/3 0 1/3 2

w 0 -4/3 1 1/3 0 4/3 -2

In acest moment, x; este in baza si variabila artificiala as a fost elimi-
nata. In urmatorul pas, x5 va intra in baza pentru a continua reducerea

functiei W.
Se alege o pentru pivotare (coeficient negativ in linia ). Raport
minim:
2 1.5 2 3= i intra in b
— =15 — = ay iese, zo intra in baza
4/3 2/3 ! 2

Dupa pivotarea pe linia a_1, coloana x_2:

Baza | 1 2o S1 S9 ai as RHS

To 0o 1 -3/4 1/4 3/4 -1/4] 15
x| 10 12 -1/2 -1/2 1/2
w 0 0 05 0 1 1

Deoarece in linia W nu mai exista coeficienti negativi, Faza I s-a in-
cheiat. Valoarea optima a W este 0, iar variabilele artificiale au fost elimi-

nate.
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11 Programarea Liniara

11.4.6 Faza Il - Minimizarea functiei z = x1 + 75

Functia obiectiv revine la forma originala: z = x1 +x5. Elimindm coloanele
a1 si ay din tabel si actualizam linia z:

Baza | 1 1o S1 S9 RHS
X 0 1 -3/4 1/4| 15
x| 10 12 -1/2
z -1 -1 0 0 0

Se aplica pivotare pentru z; sau x, in functie de coeficientii negativi
din linia z. In acest caz, ambele sunt deja in baza.

Solutia optima:

=1, x9=10=2=x1+2x2=25

Aceasta este solutia optima a problemei de minimizare.

11.4.7 Concluzii

Desi are o complexitate exponentiala in cazuri teoretice, algoritmul Simplex
este extrem de eficient In practica si sta la baza multor aplicatii industriale.
In problemele de transport, scopul este minimizarea costului total de livrare
intre depozite si destinatii:

e Optimizarea rutelor de distributie
e Determinarea cantitatilor optime de livrare

o Alocarea vehiculelor si a capacitatilor de transport

In fabrici si industrie, Simplex este utilizat pentru a maximiza profitul
sau a minimiza costurile in functie de resursele disponibile:

e Alocarea materiei prime
e Determinarea volumului optim de productie

e Respectarea limitelor de timp, cost si personal

170



11.5 Algoritmul Karmarkar

11.5 Algoritmul Karmarkar

Introducere

Algoritmul Karmarkar, propus in 1984 de Narendra Karmarkar, este o
metoda de punct interior pentru rezolvarea problemelor de programare li-
niara. Spre deosebire de algoritmul Simplex, care exploreaza marginile
regiunii fezabile, algoritmul Karmarkar genereaza o succesiune de puncte
strict interioare care converg catre solutia optima.

Acesta are complexitate polinomiala si a marcat un moment esential in
dezvoltarea algoritmilor de optimizare numerica pentru probleme de mari
dimensiuni.

Forma canonica a problemei

Problema de programare liniara este formulata astfel:

T

minimizeaza ¢ x
sub constrangerea Ax =0
ele =1

x>0

unde: - A € R"™*"™ este matricea constrangerilor liniare, - ¢ € R™ este
vectorul coeficientului functiei obiectiv, - e este vectorul coloana cu toate
componentele egale cu 1.

Ideea algoritmului

Algoritmul Karmarkar urmareste urmatorii pasi:

1. Se porneste dintr-un punct interior z(?) al simplexului standard.

2. La fiecare iteratie, se transforma problema intr-un nou sistem de co-
ordonate centrat in z().

Se determina directia de deplasare d*) in noul sistem.
Se calculeaza o proiectie a directiei asupra subspatiului admisibil.

Se efectueaza deplasarea cu un pas controlat: z(*+1) = z(¥) 1K) (k)

A o

Se repeta pasii pana cand criteriul de oprire (toleranta pe ¢’x) este
satisfacut.
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11 Programarea Liniara

Detalii

Pentru ca algoritmul sa opereze in interiorul simplexului, se utilizeaza o
proiectie in spatiul R™ folosind o transformare proiectiva definita prin:

y =Dz, unde D = diag(z1,x2,...,2Zn)

Pasul 2: Calculul directiei de deplasare

La fiecare iteratie k, pornim de la un punct z(®) din interiorul regiunii fe-
zabile. Pentru a determina o directie de deplasare care reduce valoarea
functiei obiectiv, aplicam o transformare proiectiva si o proiectie pe hiper-
planul tangential simplexului.

a) Transformarea proiectiva Fie matricea diagonala:

D) — ) (k) (k))

= diag(z; ey T

Fie vectorul de costuri (functia obiectiv):

SM—‘

-y

Definim:

g=c—c-e (eliminam componenta constanta a gradientului)

b) Directia de deplasare Directia preliminara se calculeazé astfel:

d®) = _pk)g

Apoi o proiectam pe hiperplanul definit de:
el (k)

n

e’z = 1 = proiectia este: d®) =4

- e

Aceasta proiectie garanteaza ca deplasarea ramane in spatiul tangent
simplexului si nu incaled restrictia de normalizare  x; = 1.

In cadrul algoritmului Karmarkar, vectorul e este definit ca:
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11.5 Algoritmul Karmarkar

Acest vector are urmatoarele utilizari fundamentale:

1. Normalizarea simplexului: algoritmul opereaza in interiorul sim-
plexului standard:

A:{xER"\eszl, x20}
Astfel, conditia e’z = 1 asigura ci punctul z se afli in hiperplanul
simplexului.

2. Proiectia directiei de deplasare: intrucat deplasarile trebuie sa
respecte constrangerea de suma constanta, orice directie d este pro-
iectata pe hiperplanul tangential cu ajutorul lui e:

5 T
i—d-%9.¢
n

Aceasta garanteazs ci noul punct %) + ad va satisface si el conditia

eTz =1 dupi normalizare.

3. Identificarea componentelor constante: daca functia obiectiva
are coeficienti constanti, adica ¢ = X - e pentru un A € R, atunci
algoritmul detecteaza lipsa unei directii de imbunatatire:

g =c—c-e =0 = directia de deplasare este nula

Pasul 3: Actualizarea punctului

Dupa obtinerea directiei de deplasare d*), punctul urmator se calculeaza
printr-un pas de lungime « € (0,1):

YD — ) 4 gR)

Intrucat acest punct intermediar poate iesi din simplex, aplicAm o nor-
malizare astfel incat sa raméana In domeniul admisibil:

Sy
Ty (D)
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11 Programarea Liniara

Observatie: Aceastd normalizare asigurd cii noul punct z(*+1) riméane
pe hiperplanul Y x; = 1 si este strict pozitiv, pastrand astfel iteratia in
interiorul regiunii fezabile.

Parametrii tipici:
e a € (0.1,0.5) — pas de deplasare conservativ

« Se opreste iteratia cand [0cTz(*®) — cTz*k+D|0 < ¢

Avantaje si aplicabilitate

e Convergenta teoretica in timp polinomial.
o Performanta buna pentru probleme mari si rare (sparse).

o Baza pentru metodele de punct interior moderne (ex. primal-dual,
barrier).

11.6 Exemplu numeric: Algoritmul Karmarkar
Consideram problema:

minimizeaza z = x1 + 222
sub rezerva: r1 + 2z > 4
3x1+ 229 > 6
T1,22 >0

Pasul 1: Alegerea punctului initial

Pentru a putea aplica algoritmul Karmarkar, este necesar un punct din
interiorul regiunii fezabile. Alegem:

2.5
0) —
v [1.0}
care verifica:

1 +2x=45>4, 3r1+2x,=95>6
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11.6 Exemplu numeric: Algoritmul Karmarkar
Pasul 2: Directia de deplasare

La fiecare iteratie, algoritmul calculeazi o directie d*) pe baza:

e Vectorului diagonal D = diag(xgk), xgk))

o Gradientului proiectat g = c—¢, unde ¢ = [1, 2] este vectorul functiei
obiectiv

2.5
o ey . (0) _
Punct initial: « [1.0]

e g=c—ce= —05
9= “ o5

o D =diag(2.5, 1.0)

1.25
* d=-Dg= {—0.5}
- 0.875
. . s . _ _ M . =
Proiectie: d =d 2 ¢ [0.875}
- 2.9375
. - 2D = (0 d=
Pas: z 29 4+05-d {0_5625}

Pasul 3: Actualizarea solutiei

Solutia se actualizeaza iterativ:

e o® +ad®

Sy _ @ +ad®
el (x®) 4+ ad®)

unde « € (0,1) este pasul de deplasare (aici: « = 0.5).
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Tabelul iterativ al algoritmului

Valorile calculate pentru primele 6 iteratii sunt prezentate mai jos:

Tabela 11.1: Iteratii ale algoritmului Karmarkar pentru problema cu con-
strangeri reale

Iteratie T T2
20 2.5000 1.0000
xt 2.9375 0.5625
22 3.3750 0.1250
23 3.8125 0.0100
x4 4.2903 0.0100
b 4.8279 0.0100

Observatii

Iteratiile converg spre punctul z* = (5,0), care minimizeazd functia z =
1 + 2z2 deoarece coeficientul lui x5 este mai mare si, deci, algoritmul
incearca sa il reduca progresiv.

Reprezentare grafica

Iteratii ale algoritmului Karmarkar pentru constrangeri reale
—-——x1+2x;24
-=- 3x1+2x;26
—e— Iteratii Karmarkar

Figura 11.4: Evolutia solutiei in algoritmul Karmarkar (puncte in interiorul
regiunii fezabile)
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11.6 Exemplu numeric: Algoritmul Karmarkar

Traiectoria punctelor 20, 2',..., 2% este reprezentata in imaginea de mai
sus. Fiecare pas efectueaza o deplasare in directia de scidere a functiei
obiectiv, respectand conditiile de fezabilitate.

Iteratii ulterioare

Fiecare iteratie urmeaza acelasi model:

2D — normalizare (x(k) +o- d(k))

Convergenta este spre coltul optim (z; = 1,22 = 0), deoarece coeficien-
tul lui z2 este mai mare in functia obiectiv, deci algoritmul reduce progresiv
componenta xs.

Comportamentul algoritmului pentru functia obiectiv
2 =X+ X9

Reformulam problema astfel:

minimizeaza z = x1 + X2
sub rezerva: x1 + 2z > 4
31’1 + 21‘2 Z 6
1,72 20

Alegem acelasi punct interior:

Gradientul directiei este nul

Pentru functia obiectiva:

1 _ 141 _ 0
c=1q> c=——=1=g=c—c-e=
Consecinta: Directia de deplasare:

d = —Dg = —diag(z1, x2)-0=0
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11 Programarea Liniara

Iteratia ramane constanta
Daca d = 0, atunci orice pas:
z*tD = 2 4 o d = 2% = fird modificare

Prin urmare, algoritmul stagneaza in punctul initial si nu mai evolu-
eaza.

Interpretare geometrica

Functia obiectiva z = x; + z2 este simetrica, iar directia de scddere este
ortogonald pe vectorul e = [1, 1]7. Deoarece algoritmul proiecteaza modi-
ficarile in spatiul tangent la hiperplanul e’z = 1, orice directie constanta
este eliminata din start.

Prin urmare, nu exista o forta de optimizare care sa favorizeze vreo
directie. Punctul initial este considerat de algoritm deja optim (local si
global, conform traiectoriei constante).

Tabelul iterativ rezultat

Tabela 11.2: Iteratii ale algoritmului Karmarkar pentru obiectivul z = x1 +

2
Iteratie | x; To
29 25 1.0
x? 2.5 1.0
x? 25 1.0
x3 25 1.0
x4 25 1.0
xb 25 1.0
Concluzie

Algoritmul Karmarkar a fost primul algoritm polinomial practic pentru
programarea liniara si a pus bazele familiei de metode de punct interior
utilizate si astdzi In pachetele de optimizare de inalta performanta.
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12 Programarea NP-Completa

In informatica teoretica, o problema este considerata NP-completa daca
este atat in clasa NP (Nondeterministic Polynomial time), cat si NP-grea
(NP-hard). Acest capitol prezinta conceptele fundamentale ale clasei NP,
definirea formala a problemelor NP-complete, si cateva exemple clasice.

12.1 Clase de complexitate: P si NP

e Clasa P: probleme care pot fi rezolvate in timp polinomial de un
algoritm determinist.

e Clasa NP: probleme pentru care o solutie poate fi verificata in timp
polinomial de un algoritm determinist.

R

Relatia dintre clasele P si NP este necunoscutd: P = NP. Aceasta
este una dintre cele mai importante intrebari deschise din informatica teo-
retica.

NP-hard
(not necessarily in NP)

NP-complete NP

Figura 12.1: Relatii intre clasele de complexitate: P, NP, NP-complete si
NP-hard
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12 Programarea NP-Completa

Interpretare: Clasa P este inclusa in NP, deoarece orice problema
care se poate rezolva 1n timp polinomial poate fi si verificata in acelasi
timp. Zona rosie marcheaza NP-complete, adica problemele cele mai
grele din NP, in sensul ca orice alta problema din NP se poate reduce la
ele. Problemele NP-hard sunt mai generale: pot fi chiar mai dificile decét
cele din NP, si nu este necesar ca solutiile lor sa fie verificabile in timp
polinomial.

12.2 Definitia unei probleme NP-complete

O problema IT este NP-completa daca:
1. II € NP (solutia poate fi verificata in timp polinomial)

2. Fiecare problema din NP se poate reduce la IT intr-un timp polinomial
(reducere polinomiala)

12.3 Reduceri polinomiale

O reducere polinomiald transforma orice instanta a unei probleme A intr-o
instanta echivalenta a unei probleme B, in timp polinomial:

Daca B este NP-completa si A <, B, atunci A este NP-grea.

12.4 Exemple clasice de probleme NP-complete

In aceasta sectiune vom prezenta, fira a intra in detalii, cateva probleme
"clasice" de tip NP.

1. Problema satisfacerea conditiei booleene (SAT)

Déandu-se o formuld booleana, se poate determina daca exista o atribuire
de valori de adevar pentru variabile astfel incat formula sé fie adevarata?

SAT a fost prima problema demonstrata cd este NP-completa (Cook,
1971).
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12.5 Programarea liniara si NP-completitudinea

2. 3-SAT

Restrictionare a SAT unde fiecare clauza contine exact 3 literali. R&méane
NP-completa.

3. Problema rucsacului (Knapsack)

Fie un set de obiecte cu valori si greutati. Se poate selecta un subset cu
valoare maxima si greutate totala sub o limita data?

4. Problema comis-voiajorului (TSP)

Se cauta cel mai scurt traseu care viziteaza toate orasele o singura data si
revine la punctul de plecare.

5. Acoperire de multime (Set Cover)

Dat un set U si o colectie de subseturi Sy, ..., S ale lui U, se poate acoperi
U cu cel mult ¢ dintre aceste subseturi?

6. Colorarea grafurilor (k-Coloring)

Poate fi colorat un graf cu k culori astfel incat nodurile adiacente sa aiba
culori diferite?

12.5 Programarea liniara si NP-completitudinea
Programarea liniara (LP) este nu NP-completd. Ea se poate rezolva in
timp polinomial (ex: metodele cu punct interior sau algoritmul ellipsoid).

In schimb, programarea liniara intreaga (ILP) este NP-completa,
deoarece impune ca variabilele sa ia valori intregi:

e Decizia daca o solutie exista este NP-completa

e Se reduce la SAT sau probleme de acoperire
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12 Programarea NP-Completa

12.6 Strategii de abordare pentru probleme
NP-complete

o Algoritmi backtracking / brute-force (ineficienti pentru instante
mari)

o Algoritmi aproximativi (ofera solutii aproape optime)
o Algoritmi de tip greedy (pentru unele probleme NP-grele)

e Metaheuristici: algoritmi genetici, recocire simulata, swarm opti-
mization

e Relaxari LP: rezolvare LP si rotunjire la solutie discreta

12.7 Concluzie

Problemele NP-complete sunt extrem de importante deoarece ele definesc
granitele eficientei computationale. In lipsa unui algoritm polinomial gene-
ral pentru astfel de probleme, accentul se pune pe:

e proiectarea de algoritmi specializati
e reducerea dimensiunii spatiului de cautare
e relaxari si aproximari eficiente

Intelegerea acestor probleme este esentiald pentru optimizare, cripto-
grafie, inteligenta artificiala si teoria complexitatii.

182



13 Metode iterative in rezolvarea
numerica

13.1 Introducere

In analiza numerici si in multe ramuri ale matematicii computationale,
metodele iterative sunt folosite pentru a rezolva (aproximativ) diverse pro-
bleme (de pilda, sisteme liniare, ecuatii neliniare, probleme de optimizare),
printr-o succesiune de aproximatii care converg, sub anumite conditii, la
solutia exacta. Prin contrast, o metodd directd ar conduce la o solutie (teo-
retic) exactd dupd un numdr finit de pasi (ignordnd erorile de tip floating-
point).

Definiti in termeni largi, o metodd iterativa porneste de la o aproximatie
initiald (sau un set de aproximatii initiale) a solutiei, dupa care genereaza
noi aproximatii aplicind o formuld de imbunatatire (care poate depinde
de ecuatia de rezolvat, de structura problemei gi de anumiti parametri).
Succesiunea de aproximatii se termina fie atunci cand solutia atinge o tole-
rantd predeterminaté (eroare sub un prag), fie cAnd se depéasgeste un numar
maxim de iteratii.

13.2 Fundament: De la ecuatii la scheme
iterative

13.2.1 Forma abstracta a unei metode iterative

Consideram un spatiu (de obicei R™) si o ecuatie (sau un sistem de ecuatii)
notata generic prin:
F(z)=0,

unde F': R” — R™. O metodd iterativd definegte un operator G care aso-
ciazd fieciirui vector z(%) (aproximatia de la pasul k) un alt vector gkt
Formal, avem:

) = G(x(k)).

183



13 Metode iterative in rezolvarea numerica

Daca acest operator G este bine ales gi anumite conditii (e.g. de contractie)
sunt indeplinite, secventa {z(*)} va converge citre o solutie z* a lui F(z) =
0. In mod uzual, pornim cu z(?) (o aproximatie initiald) si itersm.

13.2.2 Criterii de oprire

Intr-o implementare practica, nu se poate astepta sa avem o solutie ,,infinit
de precisd”. De aceea, se impune un criteriu de oprire (un stop condition),
de pilda:

+ Eroare absolutd micd: |[¢*t1) — (k)| < ¢ unde ¢ este toleranta
ceruta;

+ Reziduu mic: |F(z(*t1)| < §, adicd valoarea functiei la aproximatia
curentd este suficient de mica;

e Numar maxim de iteratii: k < kyax.

In practica, se poate combina mai multe asemenea criterii.

Exemplu simplu: Metoda iterativa pentru f(z) =0

Dorim sa rezolvam ecuatia:

adicd s8 determindm /2.

Folosim metoda iterativa definita prin:
1 2
2D = Gz = 5 <x(k) + > ,

care provine din metoda Newton aplicatd lui f(z) = 22 — 2.
Initializare: Alegem z(¥) = 1.

Criteriu de oprire:
|z — (B < 1073
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13.3 Exemple de metode iterative

Iteratii:
ez =1(1+2)=15
o 2@ =1(15+ &)~ 14167

3) o 1 2 ~
o 20~ (14167 + 257) ~ 1.4142

Concluzie: Iteratiile converg rapid catre V2 &~ 1.4142. Criteriul de oprire
este Indeplinit dupa 3 pasi.

=3 ~1.4142

13.3 Exemple de metode iterative

13.3.1 Metode iterative pentru ecuatii neliniare
(dimensiune 1)

Metoda Newton-Raphson. Pentru rezolvarea unei ecuatii scalare f(z) =
0, metoda Newton presupune o relatie de actualizare:

()
L) g _ 1)
F(z®)

unde f’(x) este derivata lui f. Aceastd metoda poate avea convergentd cva-
draticd dacs punctul initial 2(9) e suficient de apropiat de riddcina reali.

Metoda secantei. O variantd care nu necesitd derivata lui f, ci doar
aproximari:
x(k) — m(k_l)

g* ) = ) — f () f(z®) = f(a-D)"

Sa revenim la ecuatia de mai sus, pentru a aplica metoda Newton:

flx)y=2*>-2=0.

1. Calculul derivatei:

f'(z) = 2.
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

2. Aplicarea formulei Newton-Raphson:

a2k 2

L) g F@) gy 2™ -2
f’(g)(k)) 21(k)

3. Simplificare algebrica:

heny 2207 — (@®’ —2) W’ 49
! B 21:(k) )

4. Reformulare in forma simetrica:

1 2
(k1) — = [ (k) o =
x =3 (x + x(k)> .

Aceasta este forma uzuald a metodei iterative pentru calculul lui v/2,
derivatd din metoda Newton aplicata functiei f(z) = 2% — 2. Figura 13.1
reprezinta rezolvarea acestei probleme plecind din punctul (1,-1). De ce nu
putem pleca din x=07?

f(x)

Figura 13.1: Aplicatie a metodei Newton

Un algoritm cu un caracter general pentru orice metoda iterativa pre-
zentat In acest capitol, se gaseste mai jos. Conceptul este simplu, practic se
itereazd in ecuatia de definitie a Iui z(**) pani cand se atinge un criteriu
de convergenta.
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13.4 Metode iterative pentru optimizare

Algoritm 53 Algoritm general pentru metode iterative

1: procedure METODA__ITERATIVA(G, 2O ¢, Kmax)
2 k<0

3 repeat

4 ) o G(2®)

5: k+—k+1

6 until |2 — 2+~ < ¢ or k > Epax

7 return z(*)
8: end procedure

13.3.2 Metode iterative pentru sisteme liniare

Fie un sistem liniar Az = b, cu A € R™*". In loc si rezolvam direct (de
exemplu, prin factorizare LU), putem opta pentru o schem4 iterativd, mai
ales cdnd n este mare sau A este rar (sparse).

Metoda Jacobi. Reprezinta un model simplu:

(bt1) _ 1 (k) .
z,; =—|b— Qij T3 , 1=1,2,...,n.

Actualizarile pentru toti x; se fac din valorile vechi (k-ul anterior).

(k+1)

i

Metoda Gauss—Seidel. Similar, dar =
lizate pentru unii indici j < 4:

(k+1) _ 1 (k+1) (k)
Z; —afii(bifzaijzj —Za,;jxj )

j<i j>i

foloseste deja valorile actua-

Aceasta foloseste informatia mai recenta si converge, adesea, mai rapid sub
anumite conditii (e.g. A strict diagonal dominantd).

13.4 Metode iterative pentru optimizare

13.4.1 Metoda gradientului descendent.

Gradient descent (metoda descendentului de gradient) este un algoritm
iterativ de optimizare nelimitata pentru o functie F' derivabild, in care se
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

fac pasi in directia opusa gradientului VF la punctul curent. Ideea: daca
x(%) este aproximatia curenti, atunci noua aproximatie este

XD = ) o TR (™),

unde ~y; > 0 este factorul de invitare (sau pasul). Se repetd aceasta actua-
lizare pana cand functia F' se reduce sub un prag dorit sau se ajunge la un
numar maxim de iteratii.

Geometrie si interpretare. Din perspectivd geometricd, VF(x) indicd
directia de cea mai mare crestere a lui F'. Deplasandu-ne in directia nega-
tiva a gradientului, mergem spre panta descendenta cea mai abrupta local,
ceea ce tinde s& scadi valoarea lui F. In probleme de tip machine learning,
F e adesea o functie de cost sau pierdere, astfel incat gradient descent
minimizeaza costul.

Convergenta. Daca pasul 7 e suficient de mic si F' este bine comportata
(de pilda, convexi cu gradient Lipschitz), atunci {x(®)} converge ciitre un
minim local (care, in cazul convexititii, e minim global). Daci 7, e prea
mare, se poate oscila sau diverge; dacd e prea mic, convergenta devine
lenta.

Formule si exemple.

o Ecuatii neliniare 1D. Pentru rezolvarea f(x) = 0, un analog se
poate face considerand F(z) = 3(f(x))?, gradientul fiind f(z)f’(x).
Totusi, metoda Newton—Raphson e deseori preferata.

 Sisteme liniare. Daca rezolvim Ax = b, putem scrie F'(x) = |0b —
Ax|02. Gradient descent devine

xFHD) = x () _ 5 AT (Ax®) — ),
cu un pas v ales potrivit (ex. prin line search). Totusi, metode mai
rapide (Conjugate Gradient) sunt adesea folosite.

« Optimizare generald. Pentru min F(x), la pasul k, se aplici x(*+1) =
x(F) — 4 VF(x®). Dacd V2F (matricea Hessian) este disponibili,
metode mai avansate (Newton, Quasi-Newton etc.) pot converge mai
repede.

Reformulam problema asemanatoare cu cea de mai sus, ca o problema
de optimizare:

Fla) = 5(F(@)? = 52— 2)?
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13.4 Metode iterative pentru optimizare

Gradientul este:

Schema iterativa devine:

g* D) = 2 B) 9y g (R) (R _ 9)

Folosim z(® =1, v = 0.1 si obtinem:

K] 2 [ FE®) |

0 | 1.0000 | 0.5000 |
1| 1.2000 | 0.2048 |
2 | 1.2960 | 0.0816 |
3| 1.3539 | 0.0312 |
4| 1.3871 | 0.0117 |

5| 1.4057 | 0.0043 |

Asa cum se vede si in Figura 13.2 convergenta este vizibild spre v/2 ~
1.4142, dar mai lenta decat in metoda Newton.

1 12 13 14 15

Figura 13.2: Metoda gradient-descent aplicata asupra functiei F(x)
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

Probleme practice.

e Alegerea pasului v. Daca e fix, trebuie un compromis intre convergenta
si stabilitate. E frecventa line search-ul adaptiv, sau scheme care re-
duc v pe parcurs (yx — 0) In machine learning.

e Blocarea in minime locale. Daca F nu e convexd, se pot gasi
doar minime locale. Totusi, In retele neuronale mari, acest fenomen
e acceptat pentru antrenamente practice.

o Stocastic gradient descent (SGD). Pentru probleme cu date ma-
sive, gradientul complet e prea scump, asa ca se foloseste doar un
esantion mic de date la fiecare pas.

Concluzii. Gradient descent reprezinta o metoda fundamentald de op-
timizare. Simplitatea ei (schema z < x — yVF(z)) o face foarte fo-
lositd in Invdtare automatd (machine learning) si aplicatii de statistica
computationald, unde functia de cost necesitd minimizare. Desi converge
de obicei mai lent decdt metodele de ordin superior, versiunile sale (cu
randomizare, adaptare a pasului etc.) constituie unelte esentiale in stiinta
datelor.

13.4.2 Metoda Newton (in optimizare).

Descriere generala. Metoda Newton—Raphson (numita si metoda New-
ton) este un algoritm pentru gasirea aproximata a radacinilor (zero-urilor)
unei functii reale f. Se porneste cu:

zo, f(x0) # 0,

apoi, la fiecare pas, se Inlocuieste functia f cu tangenta sa in punctul curent
Ty, obtindndu-se o noud aproximare

Tp4+1l = Tp — fl(l‘ )
n

Geometric, x4 este intersectia tangentei la f in (z,, f(x,)) cu axa x.

Convergenta. Daca derivata f/(z) este nenuld langd raddcind si pornim
cu xo suficient de apropiat de solutie, atunci metoda converge cvadratic —
Zpn — 1 (o rddacing a lui f), iar numérul de cifre corecte din x,, se dubleaza
aproximativ la fiecare iteratie. Totusi, daca f/(z,) = 0 pentru un anumit
n sau daca zg nu e ales ,bine”, se poate ajunge la divergenta sau rezultate
nesatisfacatoare.
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13.5 Exemple suplimentare de algoritmi geometrici de tip iterativ

Exemplificare. - Ecuatie scalard f(z) = 0. Iteratia:

Tpgl = Ty — .

f'(zn)

- Daca f(z) este polinomial, atunci la fiecare pas se calculeaza valoarea si
derivata polinomului. - Metoda se generalizeaza la ecuatii complexe si la
sisteme de ecuatii (Jacobian in loc de derivatd).

Istoric. Metoda apare inca din lucrérile lui Isaac Newton (circa 1669-1671)
si ale lui Joseph Raphson (1690), dar si in surse anterioare (Babylonia, He-
ron, al-Kashi) ca metode de aproximare a V/N. Forma moderni, cu derivat3
explicitd si iteratie x < x— f(x)/f'(x), s-a conturat ulterior, fiind publicata
de diferiti autori (Wallis, Raphson, Simpson).

Avantaje. - Convergenta rapida (cvadraticd) in vecindtatea solutiei; - Pas
de actualizare simplu de implementat;

Dezavantaje. - Necesitd calculul derivatei f’(x); - Sensibil la alegerea
initiald xo; - Poate diverge daca ipotezele nu sunt respectate (de exemplu,
f(xn) &~ 0) sau daci punctul initial e departe de radacina.

13.5 Exemple suplimentare de algoritmi
geometrici de tip iterativ

In afara de metodele iterative clasice din analiza numericd (Newton, gra-
dient descent etc.), existd numeroase algoritmi iterativi in geometrie com-
putationald. Mai jos sunt mentionate cateva exemple:

13.5.1 Algoritmul de ajustare iterativa a punctelor de
capat (iterative end-point fit algorithm)

Acesta este utilizat in modelarea curbelor gi in procesarea semnalelor, cand
se doreste ,,potrivirea” (fitting) unei curbe in puncte majore (tipic, keypoints
sau end-points). Ideea de baza:

 Se pornegte cu o aproximatie initiald a curbei (de pild&, un poligon)
care uneste punctele capat.
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

e Se itereaza aplicAnd o strategie de rafinare locala, ajustand sectiuni
intermediare pentru a reduce deviatia fatd de un set de date (sau fata
de un contur real).

o Dup4 fiecare ajustare (unde se repozitioneazd segmentele ori punctele
de control), se evalueaza erorile si se opreste cind deviatia scade sub
o toleranta dorita.

Acest algoritm apare frecvent In recunoasterea formelor, trajectorii planare
ete., fiind o metoda iterativa orientata citre simplificarea/reconstructia cur-
bei.

13.5.2 Metoda progresiv-iterativa de aproximatie
(Progressive-Iterative Approximation, PIA)

Metoda PIA este folosita in modelarea geometricd (de exemplu, pentru
curbe si suprafete B-spline). Schema generald este:

 Se incepe cu un control-poligon (pentru B-spline) corespunzitor unui
set initial de puncte.

o Iterativ, se ajustezd nodurile poligonului astfel incit curba (data de
spline-ul controlat de acele noduri) s& se apropie de o serie de ,puncte
de observatie” (puncte tinta).

o Dupa cateva iteratii, poligonul de control conduce la o spline care se
potriveste (approximeaza) datele cu precizia dorita.

PIA este considerat eficient i stabil din perspectiva convergentei, per-
mitdnd aprozimarea progresivd a suprafetelor si curbelor in CAD/CAM.

13.5.3 Diagrame Voronoi ponderate (Weighted Voronoi
diagrams) si rafinare iterativa

Diagramele Voronoi (si dualul lor, triangulatia Delaunay) sunt structuri
fundamentale in geometrie computationald. Pentru un set de site-uri (puncte)
{pi} in plan gi pentru o functie w; (ponderi asociate fiecarui punct), dia-
grama Voronoi cantarita se obtine prin distante ajustate:

disty, (p, pi) = |p — pi|* —wi, (un exemplu de "power distance’)

sau alte definitii. In mod iterativ, se poate:

o Ajusta pozitiile punctelor {p;} sau valorile pondere {w;} pentru a
optimiza un criteriu (de ex. minimizarea unei energii).
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13.5 Exemple suplimentare de algoritmi geometrici de tip iterativ

e Dupa fiecare ajustare, se recalculeaza weighted Voronoi diagram, pana
convergenta la o configuratie optima (de ex. CVT — Centroidal Vo-
ronoi Tesselation).

Exemplu: CVT (Centroidal Voronoi Tessellation). Algoritmul Lloyd este
un caz iterativ: la pasul k, se calculeaza diagrama Voronoi pentru site-urile
curente, apoi fiecare site se mutd in centroidul celulei sale (pondere uni-
forma). Se obtine o tesselare Voronoi ,echilibrata”. Variantele cu ponderi
stau la baza multor probleme de clustering (de ex. k-means) si discretizare
adaptiva.

13.5.4 Alte exemple de algoritmi iterativi in geometria
computationala

o Metode iterative de subimpartire (Subdivision methods) pen-
tru curbe/suprafete - ex. scheme de tip Catmull-Clark, Loop. Desi
adesea descrise recursiv, implementarile pot fi vazute ca iteratii care
imbunatatesc (rafineazd) pas cu pas reteaua poligonala.

o Algoritmii tip smoothing/ fairing pentru mesh-uri 3D - iteratiile

e

Hlisseazd” neregularititile (ex. Laplace smoothing).

e Algoritmii fix-point pe parametri - ex. un poligon de control care
se actualizeaza pana la convergenta, cum apare la splines NURBS.

13.5.5 Concluzii

Multe probleme de geometrie computationala - aproximare de curbe, supra-
fete, teselari Voronoi, clustering, rafinari de retele — se rezolva prin metode
iterative. Fiecare iteratie re-ajusteazi pozitii/parametri pentru a reduce
eroarea (sau a spori calitatea geometricd). Avantajele acestor metode: im-
plementare relativ directa, flexibilitate i posibilitate de a opri atunci cand
s-a atins un prag dorit. Dezavantajul major: lipsa garantiei unui minim glo-
bal ori convergenta lentd, in functie de structura problemei. Totusi, prin
combinatia ,heuristica + iteratii geometrice” se ajunge la solutii practice
pentru modelare, grafica, CAD si alte aplicatii.
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

13.6 Alinierea norilor de puncte: Algoritmul
Iterative Closest Point (ICP)

Problema: Avem doud seturi de puncte 3D (sau 2D), P = {p1,p2,...,Dn}
si @ ={q1,92,--,Gm}, si dorim si gisim transformarea rigida (rotatie +
translatie) care aliniaza cit mai bine P peste Q.

In Figura 13.3 gasim 2 nori de puncte ce apartin aceluiasi obiect: un
iepure. Evident, cele doua multimi nu sunt egale, ele sunt partial comple-
mentare.

Algoritmul ICP rezolva problema suprapunerii cdt mai optime a celor
doua multimi. Exista doua tipuri populare de abordari: punct cu punct
sau punct la plan. Vom studia in cele ce urmeaza prima.

Figura 13.3: Exemplu de imagine reconstruita dupa aplicarea algoritmului
ICP

Metoda folosita: Iterative Closest Point (ICP)— o metoda iterativa
de minimizare a distantei intre doua seturi de puncte.

Etape ale algoritmului ICP:

1. Asociere: Pentru fiecare punct p; din P, gasim cel mai apropiat
punct ¢; din @ (in sensul distantei euclidiene).

2. Estimare transformare: Calculam rotatia R si translatia ¢ care
minimizeaza eroarea:

Z |0Rp; +t — gq;] 0°.

Aceasta se face, de exemplu, prin metoda SVD (Singular Value De-
composition) aplicatd pe perechile de puncte asociate.

3. Aplicare transformare: Actualizam pozitiile punctelor P folosind
transformarea (R, t).
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13.6 Alinierea norilor de puncte: Algoritmul Iterative Closest Point (ICP)

4. Criteriu de oprire: Repetam pasii 1-3 pana cand:
e schimbarea totald a erorii devine suficient de mica, sau

e se atinge un numar maxim de iteratii.

Exemplu de descompunere SVD

Fie matricea:
3 1
a=[o 3

Dorim s& efectuiim descompunerea in valori singulare (SVD), adic8 sa
gasim matricele ortogonale U, V si matricea diagonala 3 astfel ncét:

A=UxVT.
Pasul 1: Calculul AT A si AAT
SR 1 R R ) R i
Pasul 2: Valorile proprii si valorile singulare
M=7+V13, X =7-V13= 0, =1\/T+V13~3.256, 05 =1\/7— V13~ 1.843.
Pasul 3: Matricea X
w_ {3.256 0 ]

0 1.843

Pasul 4: Matricile U si V' (aproximativ ortonormale)

U~ [0957 —0290] g [0881 0472
10290 0.957 |° T [-0.472 0.881
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica
Rezultatul final al descompunerii
A=UxvT = {

0.957 —0.290| |3.256 0 0.881 0.472
0.290  0.957 0 1.843| | -0.472 0.881

Vectorii proprii ai lui ATA si AAT dau matricele V si U, respectiv.
Astfel, am obtinut descompunerea A = ULV,

ICP Point-to-Point Matching

Figura 13.4: Alinierea norilor de puncte folosind corespondente punct-la-
punct. Fiecare punct rosu este asociat celui mai apropiat
punct albastru, estimand astfel transformarea rigida.

Exemplu concret: - Nor de puncte P = model 3D masurat (ex:
capturat prin scanare laser). - Nor de puncte Q = model de referinta. -
Se aplica ICP pentru a corecta pozitia relativa si a alinia cele doua modele
pentru comparatie sau fuziune.

Figura 13.5: Exemplu de nori de puncte obtinute de la o camera RGB-D
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13.6 Alinierea norilor de puncte: Algoritmul Iterative Closest Point (ICP)

In Figura 13.5 avem reprezentarea unei scene capturate cu o camera
RGB-D ce a fost rotitda in mai multe unghiuri. Astfel, In aceeasi scena
avem 5 nori de puncte diferiti. Aceste informatii au fost obtinute succesiv
temporal. Scopul este ca, plecdnd de la primul nor, sa aliniem ceilalti nori
de puncte in mod iterativ pentru a obtine o informatie coerenta despre
scena reala.

Figura 13.6: Exemplu de imagine reconstruita dupa aplicarea algoritmului
ICP

In Figura 13.6 avem norul de puncte care a fost obtinut dupa aplicarea
algoritmului ICP intre primul nor si al doilea, apoi intre rezultat si al treilea
nor, si asa mai departe.

Utilizari practice:

¢ Reconstructie 3D: Asamblarea scanarilor partiale intr-un model
complet.

e Viziune artificiala: Recunoasterea pozitiei obiectelor In scene 3D.

e Navigatie robotica: Corectarea pozitiei robotului pe baza mediului
observat.

Observatii:

e ICP poate converge la minime locale, depinzand puternic de pozitia
initiala relativa a norilor.

o Variante moderne (point-to-plane ICP, robust ICP, color ICP) imbunatatesc
robustetea si viteza.
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13 Metode iterative in rezolvarea numerica

13.7 Avantaje si dezavantaje ale metodelor
iterative

13.7.1 Avantaje

e Scalabilitate pentru sisteme de dimensiuni mari: mai ales la pro-
bleme cu matrice sparse, metodele iterative pot fi substantial mai
rapide decat metodele directe.

o Flexibilitate in controlul erorii: putem sa ne oprim oricand dupa un
anumit nivel de toleranta.

¢ Cost redus de memorie pentru unele scheme: nu e nevoie de a
factoriza intreaga matrice A (in cazul sistemelor liniare).

13.7.2 Dezavantaje

o Convergenta incertad — E nevoie s asiguram anumiti conditii (de
ex. matrice diagonal dominanté, operator de contractie) pentru a ga-
ranta convergenta.

e Necesitatea unui punct initial — calitatea solutiei obtinute poate
depinde mult de alegerea z(©).

o Posibilitatea de a raméane blocat (pentru probleme neliniare) —
pot aparea minime locale, divergenta etc.

13.8 Concluzii

Metodele iterative, In sens numeric, sunt esentiale in rezolvarea problemelor
de mari dimensiuni, fie cad vorbim despre ecuatii neliniare, sisteme liniare
sparse sau probleme de optimizare. Schema generala este ,initializeaza —
repeta formula de update — testeaza convergenta — opreste daca e indeplinit
criteriul”. In practica, foarte multi algoritmi avansati din inginerie, fizici
computationald gi stiinte computationale se bazeaza pe astfel de iteratii,
preferdndu-le metodelor directe atunci cand volumul de date e prea mare,
iar stocarea completd a problemei (de ex. factorizarile) devine imposibila.

Metode precum Jacobi, Gauss—Seidel, gradient conjugat in sis-
teme liniare, sau Newton-Raphson, secanta, gradient descent in pro-
bleme neliniare, constituie exemple fundamentale de metode iterative, fi-
ecare cu propriile conditii de convergenta si domenii de aplicare. Cu un
management bun al erorii si al pasului, metodele iterative reusesc sa ofere
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13.8 Concluzii

solutii aproximative de calitate, adesea cu un cost computational si de me-
morie mult mai mic decat metodele directe. In ultimul capitol vom vedea
aplicatii practice ale acestor metode.
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14 Notiuni de inteligenta
artificiala

Exista diverse probleme, cu reprezentare non-polinomiala, care nu se pre-
teaza a fi abordate cu un algoritm matematic, determinist, dupa cum s-a
ardtat in capitolele precedente. Astfel, uneori, valorile parametrilor unui
sistem sau a unui proces nu pot fi determinate prin realizarea de calcule
matematice exacte asupra datelor avute la dispozitie, care sa urmeze un fir
logic si usor justificabil. Pentru aceste cazuri, a caror solutie nu se poate re-
prezenta urmand o formula polinomiald, este necesara implementarea unor
metode de aproximare a rezultatelor si de determinare a corelatiilor in-
tre datele avute la dispozitie. Solutia pentru rezolvarea acestor tipuri de
probleme a venit odata cu aparitia conceptului de inteligenta artificiala.

Un exemplu bine-cunoscut a carui solutie nu poate avea o reprezentare
polinomial& este problema rucsacului. Se presupune ca intr-un rucsac care
nu trebuie si depéseascd X kg (in cazul din 14.1, X este egal cu 4), se pot
introduce o serie de obiecte. Trebuie alese obiectele astfel incat rucsacul sa
contind obiecte cu valoarea insumata maxima, fard a se depasi greutatea
limita. Aceasta problema se poate rezolva folosind optimizarea combina-
toricd [17].

14.1 Optimizarea combinatorica

Aceastd abordare face parte din modalitdtile matematice de optimizare, si
se bazeaza pe teoria algoritmilor, avand la baza si tehnicile de programare
liniard [11]. Se utilizeazd in diferite cAmpuri, cum ar fi inteligenta artificiald,
ingineria software si matematica aplicata.

Optimizarea combinatorica este folosita pentru a extrage un obiect cu
proprietati optime dintr-o colectie finita de obiecte. Dat fiind faptul ca, de
cele mai multe ori, este vorba de o multime imensa de obiecte, parcurgerea
intregii multimi pentru a evalua elementele acesteia poate sa nu fie fezabila.
Astfel, se cere utilizarea unor tehnici mai eficiente [24].
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;\
990gr / 4700 lei

: 230gr /49 lei
440gr / 80 lei gr/aolei

Ao

3130gr / 929lei

550gr /189 lei

'
70gr/ 10lei

3400gr / 2900 lei 300gr /500 lei

1460gr / 6500 lei

200gr /70 lei

Figura 14.1: Problema rucsacului. Se presupune ca rucsacul suporta doar
4 kilograme, si trebuie introduse in acesta obiecte, astfel incét
continutul rucsacului sa valoreze cat mai mult. Solutia este
sa se introduca laptopul, drona, binoclul, lanterna, telefonul
si microfonul, aceste obiecte Insumand 3,940 kg si valorand
12.039 lei

Aplicatiile algoritmilor de optimizare combinatorica sunt dintre cele
mai diverse. Astfel, in industrie, acestia sunt folositi pentru reducerea tim-
pului de lucru de pe liniile automate de productie. De exemplu, in cazul
unei masini care face gauri pe o placa, este important sa se determine care
este traseul optim care trebuie urmat de burghiu pentru a putea parcurge
locurile unde trebuie date, pe un traseu optim [17]. Pe acelasi principiu,
algoritmii pot ajuta oamenii de afaceri sa isi organizeze itinerariul astfel
incat sa ajunga In toate locurile unde desfasoara afaceri cu un cost de
transport minim [14]. O altd aplicatie a optimizarii combinatorice este ad-
ministrarea unei flote de tiruri care are masini in multe zone ale Europei
si trebuie sa serveasca cererile clientilor parcurgand un numar minim de
kilometri [2]. Alte probleme in care sunt folositi acesti algoritmi sunt sta-
bilirea activitatilor personalului intr-o companie, proiectarea retelelor de
distributie ale energiei electrice, gazului sau apei, etc.

Revenind la informatiile generale privind inteligenta artificiala, acest
concept are in vedere sarcinile computationale avand obiectiv bine definit,
dar care se executd fard sd necesite stabilirea in prealabil a unei reguli
fixe de generare a valorilor. Cu alte cuvinte, aplicatii de tip software isi
imbunatatesc capacitatea de calcul a unor corelatii intre date fara a fi pro-
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14 Notiuni de inteligenta artificiala

gramate explicit pentru aceastd sarcind. Astfel, existd o multitudine de
metode prin care sistemele de calcul pot extrage ("invita') direct din da-
tele furnizate informatii despre functionalitatea sistemului care le-a produs.
Pe baza modului de procesare a datelor, algoritmii de inteligenta artifici-
ald se Tmpart in mai multe categorii, dintre care le enumeram pe cele mai
cunoscute [19]:

o Invitarea automats (eng. machine learning)

o Deductia. Rezolvarea de probleme

e Modelarea cognitiva

e Analiza limbajului natural

o Reprezentarea cunostintelor

e Metode de planificare

o Tehnici de viziune numericd (eng. computer vision)
o Robotica

o Calculul evolutiv

In continuare, se vor prezenta in detaliu principiile care stau la baza
algoritmilor de invatare automata si a algoritmilor genetici, considerand
ca aceste doud metode de aplicare a inteligentei artificiale se remarca prin
faptul ca sunt usor de inteles, facil de implementat si furnizeaza rezultate
remarcabile intr-o multitudine de domenii.

14.2 invatarea automata

Invitarea automata, una din cele mai folosite mijloace pentru obtinerea de
rezultate in domeniul inteligentei artificiale, se imparte in:

o Invatarea supravegheata
o Invatarea nesupravegheata
o Invatarea bazata pe recompense

Invitarea automata presupune determinarea unor coeficienti care, folositi
in cadrul unor algoritmi de predictie, pot modela o functionalitate a unui
sistem sau, In general, corelatii numerice. Ca regula generala, coeficientii
primesc mai intai fie valori aleatorii, fie valori neutre, urméand ca pe par-
cursul rularii algoritmilor de invatare, acestea sa fie ajustate. Pe masura ce
modelul de invatare automata este expus la date, valorile coeficientilor aces-
tuia sunt modificate astfel incat sa se modeleze cat mai fidel functionalitatea
procesului care a generat datele.
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14.2 Invitarea automatd

Majoritatea algoritmilor de Invatare automata au ca nucleu un algo-
ritm de optimizare. Algoritmul de cobordre in gradient (eng. gradient
descent - GD) este unul dintre algoritmii de optimizare usor de inteles si
utilizat, si totodata, unul dintre cei mai folositi algoritmi atat in cadrul
invatarii automate, cat si in cadrul invatarii in adancime (eng. deep lear-
ning). Majoritatea bibliotecilor folosite iIn mod curent pentru invitarea in
adancime (Caffe, Keras, etc.) implementeaz variante ale metodei de cobo-
rare in gradient. Aceastd metoda reprezinta un algoritm iterativ de opti-
mizare, de ordinul Intai, folosit in gasirea minimului local pentru o functie
diferentiabila [20]. Acest algoritm are rolul de a minimiza functia obiec-
tiv J(0), unde 6 reprezinti parametrii unui model, § € R? . Minimizarea
se realizeaza prin modificarea valorilor parametrilor astfel incat gradientul
functiei obiectiv Vg.J() si descreasca. Rata de invitare n determind mé-
rimea pasilor efectuati cu scopul de a se ajunge la valoarea minima locala
a gradientului [23]. Cu alte cuvinte, se minimizeazd functia de cost care
cuantifica diferenta dintre iesirile functiei f si valorile intrarilor din baza de
date corespunzitoare procesului de analizat [3]. O aplicare defectuoasi a
algoritmului de optimizare GD poate duce la antrenari eronate care sunt
fie prea superficiale, cuprinzand prea putine date (eng. underfit), fie sunt
prea calate pe datele de antrenare (eng. overfit).

Ce este gradientul? Prin gradient se masoara in ce masura se schimba
iesirile unei functii atunci cand intrarile sunt usor modificate [18]. In cazul
algoritmului de fatd, gradientul compara gradul de modificare a parametri-
lor algoritmului de inviatare automata cu gradul de modificare a diferentei
dintre valoarea reala si valoarea prezisa de model. Astfel, gradientul repre-
zinta panta unei functii. Cu cat gradientul este mai mare, panta este mai
abrupta si, deci, modelul a inviatat mai repede. Situatia in care gradientul
este "0" denota ca modelul nu invata nimic. Din punct de vedere mate-
matic, gradientul este o derivata partiala pentru una din intrarile functiei

[10].

Algoritmul de coborare in gradient (metoda gradientului din capito-
lul anterior) propune ca, initial, coeficientii care trebuie modificati pentru
determinarea functiei de cost si primeascd valori fie in mod controlat (de
exemplu "1"), fie In mod aleatoriu. Apoi, la fiecare iteratie de antrenare,
pe baza coeficientilor formulei algoritmului de Invatare automata, se calcu-
leaza rezultatul functiei de cost. Ulterior, prin aplicarea derivatei care are
in vedere si rezultatul anterior, se poate gasi valoarea pantei obtinute de
functia de cost la noua iteratie. Este cunoscut faptul ca atunci cind panta
unei functii este ascendenta, derivata respectivei functii este pozitiva, iar
cand panta functiei coboari, derivata functiei este negativda. In cazul in
care algoritmul are mai multe intrari, se vor realiza derivate partiale in
functie de fiecare intrare. Astfel, se poate determina in ce directie sa se
modifice valoarea coeficientilor astfel incat si se obtina o functie de cost
mai mica la urmatoarea iteratie. De exemplu, daca la iteratia anterioara
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14 Notiuni de inteligenta artificiala

Figura 14.2: Reprezentarea descresterii functiei de cost pentru un model
antrenat folosind conceptul de coborare in gradient

au fost crescute valorile unor coeficienti ai retelei, iar functia de cost a in-
registrat o crestere (semnul rezultatului derivatei a fost pozitiv) inseamna
ca modificarea coeficientilor ne-a indepartat de minimul local. Asadar, la
urmatoarea iteratie, valorile respectivilor coeficienti care au fost modificate
vor fi diminuate, in scopul reducerii erorii dintre datele prezise si datele
reale. Rata (ritmul) de invitare (eng. learning rate) determind in ce ma-
sura rezultatul derivatei influenteaza valorile coeficientilor retelei neurale,
conform 14.1 [3].

valoare__coe ficient = valoare__coe ficient— (14.1)
(ratd_invatare x rezultatul_derivatei) )

In 14.2 s-a reprezentat antrenarea unui model. La inceput (punctul
1) functia de cost are o valoare mare, dar apoi aceasta se indreaptd citre
punctul de minim local (valea din imagine).

Modificarea coeficientilor este realizata atat timp cat functia de cost
nu prezinta rezultate satisfacatoare (atit timp cat diferenta intre valorile
prezise si cele reale nu este acceptabil de micd) pentru problema analizata.
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Figura 14.3: Functia de cost a unui model antrenat cu rata de inviatare de
0.001 (a) si 0.01 (b). Ambele antrenari s-au desfisurat pe
parcursul a 600 iteratii.

Un factor care influenteaza decisiv procesul antrenarii este rata de
invatare. Acest element determind cat de semnificative sunt schimbarile
produse in modificarea gradientului (sau a functiei de cost) de la o iteratie
la alta, in procesul de antrenare a modelelor. Folosirea unei rate mari de
invitare implica multe oscilatii ale functiei de cost de-a lungul antrenarii,
fata de o curba de invatare lenta, dupa cum se poate vedea in 14.3.

Daca oscilatiile sunt mari, modelul nu se va stabiliza niciodata la punc-
tul de minim local (14.4 c.), avand posibilitatea chiar si se indeparteze de
acesta la valori foarte mari (14.4 d.).

Pe de alta parte, daca se alege o curba prea lenta a invatarii, va fi necesar
un timp foarte lung pana cand modelul antrenat va atinge punctul de minim
local [9], dupa cum se poate observa si in 14.4 a. Asadar, pentru fiecare
caz specific, trebuie cautata valoarea ratei de invitare care poate sustine
un proces de antrenare optim (optimul pentru 14.4 fiind vizibil la pozitia
b.). O evaluare concretd a influentei ratei de invitare se poate face prin
desenarea graficului functiei de cost in functie de iteratiile de antrenare,
dupa cum s-a vazut In 14.3 si in 14.4. Situatia optima de functionare a
algoritmului de coborare in gradient este aceea cdnd functia de cost (functia
de eroare reprezentand diferenta intre datele prezise de model si datele
reale) se diminueazd proportional cu derularea iteratiilor de antrenare.

Depinzand de la un caz la altul, dupa un anumit numar de iteratii,
functia de cost se poate stabiliza la o anumita valoare. Aceasta inseamna ca
algoritmul a ajuns (a convers) la un minim local. Cu alte cuvinte, prin fap-
tul cd un model invata se traduce prin faptul ca functia de cost (functia de
eroare) corespunzitoare acestuia se diminueazd. Din nou, aceastd situatie
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Figura 14.4: Functia de cost a unei retele neurale antrenate folosind mai
multe rate de Tnvitare: a) 0.0001, b) 0.001 - situatia ideald in
acest caz, c) 1, d) 2
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14.2 Invitarea automatd

Figura 14.5: Initializarea coeficientilor formulei algoritmilor de Invatare
automatd (a.) reprezintd mai multe sanse ca minimul global
sa fie atins dupa rularea algoritmilor de coborére in gradient
pornind de la respectivii coeficienti (b.)

se observa cel mai usor pe graficul functiei de cost in raport cu iteratiile de
antrenare. Mai mult, generandu-se periodic grafice pe parcursul antrena-
mentului modelelor, se poate observa din timp daca functia de cost nu are
o tendinta clar descendenta si, prin urmare, daca nu a fost stabilita corect
configuratia algoritmului de coborére in gradient [10].

Pana acum s-a aratat cum, prin intermediul algoritmului de coborare
in gradient, se poate ajunge la o valoare minima a functiei de cost. Totusi,
aceastd valoare minima poate fi reprezentativa doar pentru situatia cand
coeficientii retelei iau valori doar intr-un interval specific. Pentru a se des-
coperi minimul global, algoritmul de coborare in gradient este rulat de mai
multe ori, de fiecare datd fiind initializate diferit (eventual aleatoriu) va-
lorile coeficientilor. Acest lucru este reprezentat in 14.5, considerand ca
aruncam mai multe bile Intr-un vas cu neregularitati la baza. Cu cat arun-
cdm mai multe bile (cu cAt ruldm mai multe simulari), cu atdt putem fi mai
siguri ca mécar una din bile a ajuns la partea cea mai de jos a vasului (adica
cel putin pentru o functie minimul local a corespuns cu minimul global),
dupa executarea algoritmului de coborare in gradient.

Algoritmul de coborére in gradient cunoaste trei implementari larg ras-
pandite: evaluarea la nivel de grup (eng. batch gradient descent - BGD),
evaluarea cu caracter aleatoriu (eng. stochastic gradient descent - SGD)
si evaluarea la nivel de mini-grupuri de intrari (eng. mini-batch gradient
descent - mBGD). Acestea se diferentiazi prin cantitatea de date necesard
la fiecare pas de antrenare. In functie de cit de multe date participa la
fiecare modificare a modelului de antrenat, se imbunatateste fie acuratetea
actualizarii parametrilor retelei, fie timpul necesar pentru desfasurarea unei
iteratii de antrenare [23]. Aceste implementari vor fi studiate in cadrul cur-
surilor specializate pe Inteligenta Artificiala.
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14.3 Algoritmii genetici

Metodele de calcul evolutiv furnizeaza rezultate bune in descoperirea de
solutii la probleme tehnice, fiind inspirate din selectia naturala: de exem-
plu, dintr-o ciurda de antilope, cel mai probabil va fi ca pradatorii sa
prinda exemplarele bolnave, fara putere de fuga. Exemplarele sanatoase,
ramanand in viata, pot da nastere unor urmasi sanatosi, nepropagand bolile
prin mostenire. De asemenea, se poate justifica si faptul ca algoritmii gene-
tici implementeaza lucrativ notiuni specifice geneticii, referitoare la repro-
ducere, continuitate, si perpetuarea specificului populatiilor: se cunoaste
faptul ca cel mai probabil doi parinti bruneti vor da nastere unor copii
bruneti. Asadar, caracteristicile parintilor sunt transmise, ereditar, copi-
ilor. Pot interveni insa, cu un procent foarte scazut, mutatiile, prin care
copii dobandesc trasaturi care nu erau comune parintilor. Pornind de la
astfel de observatii, s-au dezvoltat metodele de calcul evolutiv care cuprind
mai multe abordari [25], printre care enumeram:

e Algoritmii genetici

e Programare genetica

e Algoritmii culturali

« Sistemele imune artificiale

Algoritmii genetici, facand parte din grupul metodelor de calcul evolu-
tiv, presupun competitia indivizilor dintr-o populatie de solutii potentiale,
care evolueaza succesiv prin aplicarea unor procese ca selectia, recombina-
rea, mutarea sau varierea in mod aleatoriu al unor valori, etc [12].

La fel ca algoritmii de coborare in gradient, algoritmii genetici fac
parte din categoria algoritmilor de optimizare. Aceste metode de gasire
a solutiilor unor probleme din programare pot fi explicate printr-o serie de
termeni, majoritatea Tmprumutati din biologie:

o Individul - (intalnit si sub numele de cromozom) reprezinta orice po-
sibila solutie pentru o problema, care respecta un format standard;
solutia contine toate elementele necesare pentru a da toate raspunsu-
rile necesare pentru problematica pusa; un individ poate avea diverse
reprezentari (de exemplu: listd inldntuitd care reprezintd mai multe
cAmpuri, sir de biti, etc).

e Gena - solutia unei probleme poate fi structurata In mai multe sub
elemente (de exemplu, un profesor este evaluat din punctul de ve-
dere al cunostintelor, al capacitatii de transmitere a informatiei, a
publicatiilor pe care le are, etc.); gena reprezintd un sub-element pu-
tand consta dintr-un nod al unei liste, dintr-un bit al unui sir de biti,
etc)
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14.3 Algoritmii genetici

o Parinte - reprezinta individul participant in cadrul unui proces de
combinare din care au rezultat unul sau mai multi indivizi

e Copil - reprezinta individul rezultat in urma combinarii unor indivizi
existenti anterior

e Populatia - reprezinta multimea de indivizi, asupra careia se aplica
operatorii genetici, In vederea generarii unor noi solutii

o Generatia - reprezinta totalitatea solutiilor disponibile la un moment
dat (la o iteratie a algoritmului)

o Functia obiectiv - este functia folosita pentru a evalua solutia cores-
pondenta unui anumit individ;

Algoritmii genetici se bazeaza pe operatorii genetici si metodele de
selectie si evolutie. Cei doi operatori genetici folositi cu precadere sunt
combinarea (eng. cross-over) si mutatia.

Algoritmii genetici sunt superiori generarii de solutii pur aleatorie de-
oarece au in vedere performantele inregistrate de solutiile anterioare pen-
tru problema respectiva. Se urmareste ca, prin intermediul operatorului de
combinare (14.6), si se creascd potentialul unor solutii bine cotate. Asadar,
daca este o mare probabilitate ca o solutie buna care este modificata sa
ramana performanta, aceasta probabilitate se mareste atunci cand doua
solutii bune sunt combinate in scopul amplificarii aspectelor pozitive. Ope-
ratorul de combinare poate fi implementat intr-o multitudine de variante,
a caror eficientd depinde inclusiv de contextul problematicii avute in ve-
dere. Raméne insa comuna evaluarea indivizilor inainte ca acestia sa fie
combinati si combinarea celor mai buni indivizi care aduce un plus impor-
tant de valoarea algoritmilor genetici fata de combinarea aleatorie.

Aplicarea celui de-al doilea operator, mutatia, este solutia abordata in
cadrul algoritmilor genetici pentru a se evita plafonarea rezultatelor in ca-
drul unui maxim local al performantei (acesta fiind echivalent cu minimul
local evitat in cadrul algoritmilor de coborire in gradient). Mutatia pre-
supune schimbarea cel putin a unei caracteristici a unui individ (14.7) si
poate sa fie executata fie controlat, fie in mod aleatoriu. Aceasta are rolul
de a genera indivizi cu caracteristici noi fata de setul de date original.

Dupa ce, pe baza unei populatii initiale, s-a generat o noua serie de
indivizi, performanta acestora este evaluatd. In functie de aceastd evalu-
are, se hotaraste Intre ce indivizi vor fi realizate urmatoarele combinatii.
Exista diferite implementari de algoritmi genetici, fiecare dintre acestea
definind criteriul de incheiere a succesiunii generatilor. Cele mai bune re-
zultate obtinute la sfarsitul rularii algoritmului genetic reprezinta solutia
problemei.
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14 Notiuni de inteligenta artificiala

Pirintele 1 |
‘43 ‘63 ‘188‘ 1 ‘255‘ 19 ‘202‘ 4 ‘ 7 ‘ 55 ‘99 ‘ 12 178’239‘43 ‘134‘ 68 ‘ 2 ‘142’ 20 ‘

Parintele 2 I
‘45 ‘168‘ 74 ’100‘228‘ 15‘ 3 ‘94’80‘ 13 ‘251‘29544’56 ‘121‘ 2 ‘132‘ 65 ‘44 ’198‘
1

I
Copilul 1

‘43 ‘63 ’188‘ 1 ‘255‘ 19 ‘202‘ 4 ‘ 7 ‘ 55 ‘99 ‘ 12|44 ‘ 56 ‘121‘ 2 ’132‘ 65 ‘44 ‘198

pilul
‘45 ‘168‘ 74 ’100‘228‘ 15‘ 3 ‘94 ’ 80‘ 13 ‘251‘ 29 :178‘239‘ 43 ‘134 68 | 33 142‘ 20

Figura 14.6: Reprezentarea procesului de combinare a doi indivizi de lun-
gime egala compusi dintr-o serie de numere

1. Structura initiala
43 63 188 1 255 19 202 4 7 55 99 12 178 239

2. Generare aleatorie a unui numar

21

3. Structura modificata prin mutare
43 63188 1 255 19 202p%N 7 55 99 12 178239

Figura 14.7: Reprezentarea procesului de modificare a structurii unui in-
divid prin mutare. In cazul de fati, mutatia este realizati
prin inlocuirea unui element al individului cu un alt element
generat aleatoriu
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14.3 Algoritmii genetici

In algoritmul 54 se arati o implementare usoars si eficients a concep-
tului de algoritmi genetici.

O limitare importanta a algoritmului este introdusa atunci cand setul
initial de date este redus. (de exemplu, populatia initiald are un numér prea
mic de indivizi. Aceasta Inseamna ca, intr-un numar modest de generatii
se poate ajunge la generarea unui numar mare de indivizi identici cu cei
generati pana in acel moment, ceea ce va limita algoritmul in testarea unei
mari varietati de solutii potentiale.

Inteligenta artificiala a propulsat dezvoltarea a numeroase aplicatii care
au devenit din ce Tn ce mai raspandite in sistemele electronice. De la
recunoastere faciala la detectarea patologiilor cu ajutorul imaginilor, de
la traduceri automate la realizarea de roboti conversationali independenti,
aplicatiile Invatarii automate au reusit sa rezolve cu succes o multitudine de
sarcini, bazandu-se pe algoritmi de optimizare. In capitolul de fata s-au pre-
zentat doua categorii de algoritmi de optimizare cunoscuti, usor de inteles,
a caror studiu poate facilita o viitoare incursiune mai addnca in domeniul
inteligentei artificiale: coborarea in gradient si algoritmii genetici.
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14 Notiuni de inteligenta artificiala

Algoritm 54 Exemplu de succesiune de pasi urmati in cadrul unui algoritm

genetic
1: function GENETIC__ALGORITHM (FUNCTIA__DE__EVALUARE,
NR__ITERATII, NRfINDIVIZI)
2: populatie__curentd + {valoare__aleatorie for nr_indivizi} >

10:

11:
12:

13:
14:
15:
16:

17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:

generare populatie initiala
for i < 1tonr_itdo > nr_it reprezinta numarul de iteratii de

antrenare

scoruri  +  {functia_de_evaluare(element)for element
in populatie_curenti} > evaluarea fiecarui individ si retinerea
rezultatelor intr-un sir

populatie_ordonatd < ordonare(populatie__curentd, scoruri)
> se ordoneaza indivizii in ordinea descrescatoare a scorurilor

if score(rezultat_ final) < score(populatie_ordonati[0]) then
> se retin informatiile celui mai performant individ din generatia cu-
renta, doar daca a fost mai performant decat toti indivizii anteriori

rezultat__final = populatie_ordonati|0]

end if
for {j in cei_mai performanti_indivizi, j = j+2} do
pl « cei_mai__per formanti_indivizi(j) > functia de

calcul a gradientului cuprinde derivatele partiale in functie de intrari a
functiei modelului de invatare automata; loss semnifica functia de cost
sau functia de eroare
p2  cei__mai__per formanti_indivizi(j + 1)
if © < nr_parinti_pretiosi then > cei mai performanti
parinti vor fi copiati
copii.append(pl)
copii.append(p2)
end if
for copil_nou in crossover(pl, p2) do > functia crossover
furnizeaza copiii rezultati prin combinarea parintilor pl si p2
if rand() < mutation_percentage then >
mutation_ percentage reprezinta un parametru subunitar (rand() con-
siderdnd c& furnizeaza valori intre 0 si 1) prin care se stabileste cit la
suta din copii vor fi influentati de mutatie
copil_nou = mutation(copil_nou)
end if
copii.append(copil_nou)
end for
end for
populatie__curenta = copit > copii devin urmatoarea generatie
de parinti
end for
return rezultat__ final
end function
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